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Alle bisher gebräuchlichen Verfahren zur Berechnung 
des bei der Reflexion von Wasserwellen erzeugten Druckes ge-
hen von der als selbstverständlich angenommenen Tatsache aus, 
daß an der reflektierenden Wand in allen Tiefen das Maximum 
des Druckes im Augenblick der Scheitellage ~er stehenden 
Welle auftritt. 
NAGAI [~ hat dagegen bei Modellversuchen und Natur-
messungen festgestellt, daß im unteren Bereiche der reflek-
tierenden Wand meistens zwei Druckmaxima während einer Pe-
riode der stehenden Welle auftreten -und daß die zugehörigen 
Wellenphasen symmetrisch zur Phase -des Scheitels der stehen-
den Welle liegen. 
NAGAI hat zwei Berechnungsverfahren entwickelt,eines 
auf der Grundlage der v-Potential-Theorie und das andere auf 
der Grundlage der elliptisch-trochoidalen Wellentheorie, die 
es (nach gewissen Ergänzungen und Verallgemeinerungen) ge-
statten, die Größe der Druckmaxima und die zugehörigen Wel-
lenphasen zu berechnen, Trotz ihrer sehr unterschiedlichen 
. theoreti~chen Grundlagen liefern die beiden Berechnungsver-
fahren Ergebnisse von überraschend guter Übere i nsti mmung,wie 
an dem Berechnungsbeispiel des neuen Eidersperrwerkes am 
Schluß dieses Berichtes g~zeigt wird. 
Die bei dem Verfahren von SAINFLOU gemachten (unzu-
lässiien) Vereinfachungen und Vernachlässigungen, die fast 
alle auch bei dem Verfahren von IRIBARREN gemacht werden, 
können vermittels der neuen Verfahren nachgewiese~ und quan-
titativ angegeben werden, 
Aus den beiden un~erschiedlichen Theorien folgt 
übereinstimme~d, daß in der Nähe der reflektierenden Wand 
die schwingende Druckwelle im wesentlichen durch Überlage-
rung zweier Druckwellenkomponenten entsteht, von denen die 
eine mit der Periode T der stehenden Welle und die andere 
mit d~r Periode ~ schwingt, M ei~tens überwiegt in den unte-
ren Bereichen der reflektierenden Wand die Druckwellenkom-
ponente mit der Periode t so stark, daß die durch Überlage-
rung der beiden Wellenkomponenten entstehende resultieren-
de Druckwelle dort zwei Maxima während einer Periode T der 
s~ehenden Welle aufweist, 
In -Abb, ~ wird eine von NAGAI berechnete Graphik 
wiedergegebe~. A~s . dieser geht hervor, daß der Sonderfall, 
bei dem auch im unteren Bereiche · der reflektierenden Wand 
während der Perlode T der stehenden Welle nur ein Druckmaxi-
mum in der Phase des Wel~enscheitels auftritt, nur dann vor-
liegt, wenn der Punkt mit den Koordinaten d/L und H/L in 










Graphik nach Nagai 
Bei der Wassertiefe d treten 
bei Reflexion von Wellen, de-
ren Länge List während ihrer 
Periode T an der reflektieren-
den Wand zwei Druckmaxima 
auf, wenn der Punkt mit den 
Koordinaten d/L und H/L dem 
schraffierten Gebiet oberhalb 
der Kurve K angehört.Die Ein-
trittszeiten der Druckmaxima 
liegen um .1 t=k T vor und nach 
dem Zeitpunkt des Eintretens 





0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 d/L . 
Abb. 1 Druckmaxima bei der Welle nrefle xion 
dem relativ kleinen nicht schraffierten Gebiet unterhalb 
der Kurve K in Abb , 1 liegt. 
2, Aufgabenstellung 
In seinem Beitrag zum XX I, Internationalen Schiff-
fahrtskon g reß hat NAGAI [1] über die beiden neuen Berech-
nungsverfahren berichtet, Da er in seinem kurzen Bericht i~ 
wesentlichen nur die von ihm hergeleiteten neuen Formeln *) 
zitiert, sollen hier die theoretischen Grundlagen erläutert 
und auch die Ableitungen der Formeln durchgeführt werden, 
Ferner soll die Theorie weitergeführ t und NAGAI's 
Formeln so durch zusätzliche allgemeinere Gleichungen er-
gänzt werden, daß die Maximalwert e des Reflexionsdruckes 
und die zugehörigen Wellenphasen und die Druckwerte für al-
le anderen Wellenphasen nach beiden Berechnungsverfahren er-
mittelt werden können. 
Als Anwendungsbeispiel für die neuen Berechnungsver-
fahren sollen zum Schluß die Druckmaxima und die zugehörigen 
Wellenphasen für die am geplanten Eidersperrwerk reflektier-
te Welle von der Höhe H = 2,70 m nach beiden Berechnungsver-
fahren ermittelt werden, 
*) Die in NAGAI's Bericht mitgeteilten Gleichungen enthalten 
eine Anzahl von groben Druckfehlern und sind erst nach Kor-
rektur dieser Fehler verwendbar. 
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Ein Vergleich der entsprechenden Ergebnisse , die 
vermittels der beiden auf sehr unterschiedlichen theoreti-
schen Grundla g en basierenden Verfahren g ewonnen sind, dürf-
te sehr ~ufschlußreich sein für die Beurteilun g der Zuver-
lässigkeit dieser neuen Berechnun gs verfahren, die auf je-
den Fall einen wesentlichen Fortschritt bedeuten. 
3. Durchführun g 
3.1 Berechnung des Geschwindigkeitspotentials für Tiefwasser 
Es wird ein Koordinatensystem mit seiner x-Achse nor-
mal zur reflektierenden Wand gelegt, dessen positive z-Achse 
vertikal nach oben zeigt. Die x-Achse liegt außerdem im Ruhe-
wasserspiegel. Da sich an der reflektierenden Wand ein 
Schwingungsbauch ausbildet, ist dort nach Gleichung (1) (s.u.) 
L 
x = 4 anzunehmen, wodurch auch der Nullpunkt des Koordi naten-
systems festgele gt ist. 
Die von NAGAI benutzten Grundlagen der theoretischen 
Physik kommen hier in der von ihm gemachten Annahme zum Aus-
druck, daß die mit der stehenden We lle 
( 1 ) n = 2 a • cos cl! · t) T • sin 
x) 
cl! x) L 
verbundene Strömung der Hasserteilchen ein"Geschwindigkeits-
potential" besitzt,., also eine wirbelfreie "Potentialstr·ömung" 
ist. In der theoretischen Physik wird gezeigt, daß diese An-
nahme für Hasservtellen zulässig ist,' solange die Amplitude a 
der Schwingung der Wasseroberfläche, also die Wellenhöhe 
H = 2a "hinreichend klein" bleibt. Auf sehr hohe Helle n ist 
diese Theorie · deshalb ni~~t anwendbar. 
Die "zweidimensionale" Potentialtheorie befaßt sich 
mit der "Potent ialgleichung" d.h. -mit der partiellen Diffe-
rentialgleichun g 2. Ordnung: 
( 2) a 2 ct> a2 ct> ax 2 + az 2 = o, 
2n 2n Ableitung von Gleichung (1): m = y- n = T 
Anlaufend e Helle : n1 = a • sin (mx + nt) 
reflekiie~te Helle : n2 = a • sin (mx - nt) 
ausgerechnet n1 = a[cos(ntY•sin(mx)+sin(nt)cos(mx8 
n 2 · = a[cos(nt)•sin(mx)-sin(nt)•cos(mx)J 
Stehende Helle ': 
· n = n1 + n 2 = 2a•cos(nt)•sin(mx) 
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die üblicherweise in der Kurzform 
(3) llcjl = 0 
geschrieben wird , und mit den LBsungen dieser Differential-
gleichung , den sogenannten "Potentialfunktionen". (Es läßt 
sich leicht zeigen, daß Realteil und Imaginärteil einer je-
den komplexen analytischen Funktion Potentialfunktionen 
sind). 
Ist nun v (x,z,t) die Geschwindigkeit am Ort (x,z) 
z,Zt, t, so läßt sicih die von NAGAI gemachte Vora ussetzung 
der Existenz eines "Geschwindigkeitspotentials" mathema-
tisch folgendermaßen formulieren: Es wird vorausgesetzt,daß 
eine LBsung cp (x,z,t) der Differentialgleichung (3) exi-
stiert, die den Bedingungen : 
(4) pcjl = ax V ' x ' 
acp 
= V z 
genügt, wobei v die x-Komponcnte und v die z-Komponente 
von v bedeutet,x Es soll nun zunächst z das · von der ste-
henden Helle ( 1) erzeugte " Geschwindigke·itsfeld" mathema-
~isch formuliert werden: Die Komponente vx muß an der re-
flektie r enden Wand , ~lso für x = ~ (s,o,), der Bedingung 
genügen: vx = 0, Die Amplitude von vz ~uß dort als Funktion 
von x ein Maximum haben, Ferner müssen vx und vz senkrecht 
zur Wand, d,h, in x - Richtung die Periode L haben, Sie kBn-
nen ferner bei nicht zu großer Amplitude als sinusfBrmig 
an g enommen werden , Allen vorstehend angegebenen Bed ingun-
gen kann dadurch Genüge getan vre rden, daß Vx den- Faktor 
cos ( 2 ~ x) und vz den Faktor sin (~ x) erhält, da an der 
Wand x =~ist (s,o,), 
An jeder Stelle (x,z) haben vx und vz die zeitli-
che Periode T, vras auf den Fa kt or sin (~ t) schließen läßt, 
( Wählt man den Fak~or cos (nt), so bedeuiet das nur eine 
Verschiebung des Nullpunktes der Zeit), 
Die theoretische Physik lehrt , daß v(x,z,t) im 
"Tiefv;asser" d,h, für d > ~mit zunehmendem Abstand vom 
2 . 
Ruh evra sserspiegel (zum Boden hin) nach einem Exponential-
gesetz a bnehmen muß, Das ist in neuerer Zeit · auch durch 
tfe ssun gen von H,A, EINSTEIN bestätigt Hord en.- Dieser Tat-
sache kann durch Einführung des Faktors e mz in vx und vz 
entsproch en He rden, da z unterhalb des RuheH asserspiegels 
negative Werte annimmt (s,o,), deren Beträge zum Boden 
hin anv;achsen, v nimmt zum Boden hin um so langsamer ab _, 
je g~Bß er L ist , Dem Amplitudenfaktor v;i rd dementsprechend 
2'1T 
die Form e L z 
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gegeben, 
Für die . durch Gleichung ( 1) _dar ge s te 11 te stehende 
Helle dürfte sl.ch · demnach das Geschwindigkeitsfeld in der 
Form: 
• ( 2 'IT 2'1T 2'1T ( 5) t) z x) V = c • s~n T • e L cos(L X 
• (2'1T 2'1T • ( 2 'IT ( 6) c t) L z x) V = • s~n T • e s~n L z 
darstellen lassen, 
Zu dem durch (5) und (6) dargestellten Gesch~indig­
keitsfeld soll nun das zugehörige "Geschwindigkeitspotenti-
al" berechnet werden oder durch "heuristische" Überlegungen 
konstruiert werden: Es muß die Lösung der partiellen Diffe-
rentialgleichung (3) aufgesucht werden, die den Bedingungen 
· ( 4) , ( 5) und ( 6) genügt , 
Aus der Tatsache, daß die Beziehungen 
sin z = + e 
. z . bestehen, folgt, daß die Funktion ~ 1 (x,z) Lösung der Potentiargleichung A~=O d,h, 
funktion ist, Für ~ 1 (x ,z) gilt nämlich: 
= s~n x • e e~ne 
s in x • 
mithin ist 











e + s in x • z e = 0 , 
Ferner ist auch ~ 2 (x,z) = sin (mx) • emz für beliebige Wer-te m eine Lösung von A~ = 0, denn es ist: 
A~ = -2 
2 
m • sin ( mx) • emz + sin (mx) • 2 m mz • e = 0 i 
Da beim Differenzieren nach x und z der Ausdruck sin (nt) wie 
ein konstanter Faktor zu behand~ln ist, ist auch ~ 3 (x,z,t) 
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mit ~ 3 (x,z,t) = C' • sin(nt) • emz • sin(mx) für beliebige 




~ 3 (x,z,t) 
= 0 in der 
. . 2TI 2TI . . 
nun f ü r m und n d~e Herte L bzH, T ~n d~e 
ein, bekommt man eine spez~ellere Lösung 
Form: 
2TI 
(7) ~ 4 (x,z,t) = C' sin(~TI t) • e-r z •s in(~TI x) 
Es ist leicht zu erkennen, daß die Potentialfunktion 
~ 4 (x,z,t) den Bedi n g un g en (4), (5) und ( 6) genüg t, falls: 
( 8 ) c ' ist, 
Nun müssen noch die Konstanten C und C' bestimmt 0erden,Das 
kann in folgender Weise geschehen: Da die Punkte der Wasser-
oberfläche einer stehenden Welle nach Gleichun g (1) 11ur ver-
tikale Bewegun~en ausführen, gilt an der Wasseroberfläche nach 
Gleic h ung (1) 
( 9) V 
z 
= an • (~) ät =- 2a T . ( 2 TI ·s~ n- T •t)•sin (~ x) L 
Zur Abkürzung soll im nachfolgenden Teil der Herleitung für 
~TI Hieder m und f ü r ~TI · wieder n g eschrie b~ n Herden, Dann 
nimmt Gleichung (9) die einfachere Form an: 
(10) v = ~ =- 2an s i n (nt) • sin (mx), 
z at 
Ferner g ilt, wie oben gez ei gt Hur de , für C '•m = c , da dann 
~4 (x,z, t) den Bedingun ge n (4), (5) und ( 6) genüg t, 
( 1 1 ) V 
z = äZ = C'•m • emz •sin(nt) • sin(mx) 
Da sich die Ruhelage der Pun k te der WasseroberEläche 
i-m Ruh eH a s s er s p i e g e 1 b e f in d e t , g i 1 t für s i e : z = 0 u n d da h e r 
mz 
e = 1~ - Für diese Wasserteil6hen nimmt daher Gleichung (11) 
die einfachere Form an: 
(12) v = C' • m • sin (nt) • sin(mx) 
z 
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Aus Gleichung (12) und der ebenfalls an der Wasser-
oberfläche geltenden Gleichung (10) folgt: 
(13) C' • m = C 2an c' = -2an m 
Nach den Gleichungen (7) und (13) nimmt das berech-
nete "Geschwindigkeitspotential" d,h. die Potentialfunktion, 
die den Bedingungen 
.li : V 
ax x 
und _ti : V 
az z 
genügt, die Form an : 
(14) cp(x,z,t) 2an mz = ... -- e • sin ~ nt) • sin(mx) · • 
m 
Von diesem Geschwindi gkeitspotential der mit einer stehenden 
Welle im Tiefwasser verbundenen Strömung geht NAGAI [1] aus 
(vergl, dort die Gleichung (4)), 
3,2 Berechnung des Geschwindigkeitspotentials für Flachwasser 
Für Flachwasser verlaufen die Ableitungen ganz . ähn-
lich wie die in Abschn,3,1 durchgeführten, wenn man ent-
sprechend der Theorie von Gerstner für d < ~ in den Glei-
. . 2 
chungen (5) und (6) die Funktion emz durch die Funktion 
cosh(m(d+z)) ' . . sinh(m(d+z)) 
sinh(md) bzw, durch d1e Funkt1on sinh(md) ·ersetzt, 
Statt der Funktion «P 4 (x,z,t) nach Gleichung (7) erfüllt dann die Funktion 
cosh(m(d+z)) (15) cp 5 (x,z,t) = C' • sin(nt) • sinh(md) 
• (21T ) 
• s1n L x 
die Bedingungen (4), (5~ und (6')*), falls wieder Gleichung 
(8) erfüllt ist, 
. Daß cp 5 (x,z,t) eine ~otentialfunktion ist, kann leicht bew1esen werden, da bekanntl~ch 
L (cosh(m(-d+z))) = 
2 sinh(md) · 
az 
*) vgl, Abschn. 3,5 
2 cosh(m(d+z)) 
m sinh(md) ist, 
- 32 -
Für C' findet man wieder: C' = 
erhält man nun: 
m 
(16) cp(x,z,t) = 2an cosh(m(d+z)) 
sinh(md) 
2an 
und statt (14) 
m 
• sin (nt) • sin (mx) 
· Gleichung (16) ist identisch mit der von NAGAI mitgeteilten 
Gleichung (8) seines Berichtes [1]. 
3.3 Berechnung einer Formel für den We llendruck im Tiefwasser 
Für die Druckverteilung in einer stationären Strömung 
gilt die bekannte Glei chun g von BERNOULLI : 
(17) p(x,z) 1 2 = (-pgz) - 2 p v (x,z) 
Der Druck ist hier gleich der Differenz aus dem hydro-
statischen Druck*) und dem Staudruck. 
Die von der stehenden Wel le erzeugte Strömung mit der 
Geschwindigkeit v (x,z,t) ist nicht stationär,ua alle Schwin-
gungen mit Beschleunigungen verbunden sind. Deshalb tritt 
hier auch in der Gleichung für die Druckverteilung noch ein 
Beschleunigungsglied auf, das mit Pb (x,z,t) bezeichnet wer-
den soll. 
Für eine allgemeine nichtstationäre Strömung tritt al-
so an die Stelle der Gleichung (17) die allgemeine Gleichung 
(17') p (x,z,t) 1 2 = - pgz - 2 p v + pb (x,z,t) 
Zur Berechnung von Pb (x,z,t) wird das erste Axi6m von NEWTON: 
K = m • 
dv 
dt 
auf den "Einhcitsvrürfel" d.h. auf einen Hasservrürfel mit Kan-
ten, die zu den Koordinatenaxen parallel sind und die Länge 1 
hab~n, angevrendet, und zwar hinsichtlich der x- und ~-Komponen­
te der Beschleunigung. Die Masse m des Einhcitsvrürfels ist 
gleich P • 1 • 
*) Auf der rechten Seite von (17) steht in der Klammer das Mi-
nus~eichen, weil die positive z-Achse aufwärts gerichtet ist. 
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Die x-Kornponente K der treibenden Kraf t K ist 
i> X 
gleich der Differenz der beschleunigenden Dr uck k räfte,die 
' auf die beiden zur x-Achse senkrechten Seitenflächen des 
Würfels wirken, Diese beiden Kräfte betragen: pb und 
Clpb Clpb (pb + -~-- • 1) • Daher ist : K = -~--oX . · X oX 
Clp 
Entsprechend ergibt sich: K b = z az 
Somit ergeben sich die Beziehungen 
apb av *) 
( 18) . X K = = - p • X ax at 
Clpb ~V *) ( 1 9 ) K • z = = - p z az Clt 
~as negative Vorzeichen ist in den Gl~i chungen (18) und 
(19) zu setzen, da die Beschleunigung in Richtung abneh-
menden Druckes erfol g ~. 
Führt man nun in die Gleichungen (18) und (19) 
das bereits berechnete · Geschwindigkeitspotential ~ein, 
das durch Gleichung (14) bzw, durch Gleichung (16) gege-
ben ist, folgt : 
apb a a~ 
(20) = - p • (--) ax dt ax 
apb a H 
( 21) = - p • -- (-·. ) az at az 
Weg en der Vertauschbarkeit der Reihenfolge der Differentia-
tionen kann man (20) und (21) in der folgenden Form schrei-
ben: 
( 2 2) . 
Cl pb a ca(-pp)) 
= 
ax ax at 
( 2 3) 
Clpb a <a(-p~)) 
= 
az Clz Clt 
*) Auf den rechten Seiten von (18) und (19) sind Glieder 
vernachlässi gt, die im allgerneinen von gePingerer Größen-
ordnun~ sind, 
Clvx . dX 
Z,B. --- • -- Die Beschleunigung ist ja gleich der to-
ax dt 
talen Ableitung von v nach t • 
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Bildet man nun das vollständige Differential von pb hinsicht-
lich der Argumente x und z, erhält man: 
apb apb 
(24) dp = ---- dx + dz = b ax az 
Gleichung (24) besagt, daß die beiden Funktionen pb (x,z,t) 
und it<-P$) sich nur durch einen von x und z unabhängigen 
Ausdruck unterscheiden können, Dieser kann aber noch von t 
abhängen, Er werde dementsprechend mit Pf(t) bezeichnet, 
Für pb (x,z,t) ~rgibt sich damit : 
( 2 5) Pb = - p • ~ + p • f (t) at 
Damit ist das in Gleichung (17) fehlende BeschleunigUngs-
glied berechnet, Für die Druckverteilun g einer beliebigen -
und daher auch für die Druckverteilung der zur stehenden 
Welle gehörenden - nicht-stationären Strömung, die ein v-Po-
tential besitzt, gilt : 
(26) p (x,z,t) 1 2 = - pgz - 2 pv 
d$ pat + p • f ( t) 
Durch Division mit p e~hält man aus (26) die Glei-
chung 
( 27) E 
p 
-- 1 2 d$ 
- gz - 2 v - ät + f (t) 
Gleichung (27~ gilt für Tief- und Flachwasser, wenn 
$ nach Gleichung (14) bzw, nach Gleichung (16) eingesetzt 
wird, 
Es ist: 2 2 = V + V 
X Z 
Durch Einsetzen von v und 
chung (28) erhält man~ 
V 
z 
nach Gleichung (4) in 
2 2 
( 2 9 ) v 2 = ( ~) + ( ~) 
ax az ' 
Glei-
*) In der entsprechenden Gleichung (3) des Berichtes von 
NAGAI [1] ist der dort stehende Ausdruck 1j_ ein Druckfehler, 
aat 
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worin wieder <f> nach Gleichung (1L~) bzw. nach Gleichung (16) 
einzusetzen ist. Zur Berechnung von v 2 kann man ~ für Tief-
wasser auch vx und vz nach den Gleichungen -(5) und (6) und 
dann c nach Gleichung (13) einset~en~ 
Um vermittels der Gleichung(27} ~als Funktion vori 
x, z und t zu erhalten, muß man zunächst die Funktion f (t) 
berechnen. Der Gang dieser · Berechnung ist voi NAGAI ~itge­
te il t worden._ Da die mi tgete il ten Gleichungen mehrere Druck-
fehler enthalten, sol-l die Berechnung -von f (t) · hie-r wie-
derholt werden und zusätzlich ein etwas einfacherer Weg zur 
Berechnung von f (t) aufgezeigt werden, 
Da an der Wasseroberfläche für alle Werte von t gilt: 
p = 0; z = n und v = [v] z=n nimmt dort die Gleichung (27) 
die Form an: 
Auflösung der Gleichung (30) nach f (t) gibt: 
(31) f (t) 1 = gn + 2 z=n 
Da die Funktion f(t) in die Gleichung (27) eingesetzt wird . 
und vermittels (27) der Druck an der reflektierenden Wand 
berechnet werden soll, wo ' x =~(s.o.) und daher sin (mx)=1 
4 
ist, soll bei den ~eiteren Ableitungen hier für sin (mx) 
überall 1 gesetzt werden, 
Nach Gleichung (~) gilt mit 2a = H 
(32) gn = gll • cos (nt) • 1 
Für den zweiten Summanden auf der rechten Seite Yon 
Gleichung (31) hat man, da sin2 (mx) + cos2 (mx) = 1 und 
nach Gleichung (13) c = m • c' = - 2an = - Hn ist, durch 





( 33 ) 1 [ 2] 1 H2 2 . 2 ( ) _ 2 v z=n = 2 •n ·s~n nt • 2mn e 
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Für den letzten Summanden in Gleichung (31) findet man we-
gen 2a =Hund _a_ (sin (nt))= n • cos (nt) nach Gleichung 
(14) at . 
(34) [~!] = - -- • z=n m mn e • cos (nt) 
We nn wieder an der Wand sin (mx) = 1 eingesetzt wird. 
Die in den Glei chun gen (3 3) und (34) auftretenden 
Exponentialfunktionen werden nach dem Satz von TAYLOR in 
Reihen entwickelt. Nach diesem bekannten Satz lautet die 
Re ihenentwicklun g einer differenzierbaren Funktion f (x) 
in der Umgebung der Stelle x = 0 : 
(35) f (x) 
2 




Für f (x) = ex nimmt die Entwicklu~g (35) wegen 
die einfache Form an dxn 
( 3 6) X e 
2 




Setzt man nun in (36) für x das Ar gument mn bzw, 2mn er-
hält man die Reihen : 
( 3 7) mn e 1 = 1 + mn + 2 ! 
2 (mn) + I I t I -und 
( 3 8) 2mn e = 1 1 + 2 mn + 2! 
2 (2mn) + •••• 
Unter fter eingangs gemachten Vo raussetzun g nicht zu großer 
Amplituden a kann wegen (n) < a = li unter Ve rnachlässigung 
2 
der Glieder höherer Ordnun g de r Reihen (37) und (38) ge-
setzt werden ·: 
( 3 9 ) rnn e "' 1 + mn 
2mn (40l e ~ 1 + 2 mn 
Einsetzen der Gleichungen (32), (33),(34),(39) und (40) in 
Gleichung (31) führt zunächst zu : 
( 4 i) 
Daraus 
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f (t) 1 = g H • cos (nt) + 2 (1+2mn) H
2 2 . 2 ( ) 
• n - s :~.n n t 
- (1 + mn) • H • n2 • cos (nt) 
L Es ist wegen c = T 
2 2n 2n L n 
- = • m T T 2n 
folgt ll.!: wegen . c = 2n 
= 
m 
2n 12 2n 2 
• 2 = • c L 
. T L 
nh 2nd ta --L. ' 
da im Tiefwasser 






~ = g 2n 2 und n 
2 
Durch Einsetzen von n 2 und ~ nach (42) in (41) und Umord-
nung der Glieder ergibt sich : 
(43) f 2 2 (t) = gH cos (nt) - gH cos (nt) - gmH cos (nt) + 
+! gmH 2 (1 + 2mH cos (nt)) • sin 2 (nt) 2 
2 Setzt man für cos (nt) ; [cos(2nt) + 1], nimmt die 
Gleichung (43) die Form an 
(44) f (t) = 1 2 2 gmH oCOS (2nt) 
1 2 2 
+ 2 gmH (1 + 2mH cos (nt)) • sin (nt) -
1 2 
2 gmH 
Zur Berechnung des Druckes an der Wand im Tiefwasser (d>~) 
müssen nun noch der zweite und dritte Summa nd auf der 
rechten Seite der Gleichung (27) ausgerechnet werden : 
ben 
2nd/L -2nd/L 
t anh 2 nd = 
L 
e - e 
2nd/L -2nd/L Daher kann man schrei-
e + e 
2nd Lim tanh 1 d-+oo 
-4nd/L 
= Lim 1 - e-4nd/L 
d-+oo 1 t e 
= 1 
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. k'' h 2 2 2 d' Für T1efwasser onnen zur Berec nung von v = v + v ~ 1e 
X Z 
Gleichungen (5), (6) und (13) benützt werden, oder die Glei-
chungen (29), (14) und (13), Wegen sin2 (mx) + cos 2 (mx) = 1 
kommt man auf beiden Wegen zu 
(45) ; 2 V 2mz e 
Ferner ist im Tiefwasser an der Wand (s,o,} nach Gleichung 
( 14) 
(46) ()~ ät 
2 
= H n 
m 
mz 
• e • cos (nt) • 1 
Werden nun die Ausdrücke (44), (45) und (46) in Gleichung 
(27) eingesetzt, erhält man: 
n 1 2 2mz 2 ( 4 7) ~ = - gz - 2' gmH e • s in ( n t) + 
+ gH • cos (nt) • mz e 
1 2 
+- gmH (1 + 2mH cos 
2 
1 2 
2 gmH + g • R 
1 2 gmH • cos (2nt) 
2 
(nt)) • sin 2 (nt) 
In Gleichung (47) bedeutet der letzte Summand g • R den Ein-
fluß der in den Reihenentwicklungen (37) und (38) vernach-
lässigten Glieder höherer Ordnung. 
Dividiert man Gleichung (47) durch g und setzt 
Pg = w0 , erhält man 
(48) L = 
wo 
- z -
+ H • 
1 2 2mz 2 · 
m H e • sin (nt) + 2 
mz 
e • cos (nt) -! mH 2 cos (2nt) + 
2 
+ ! H2 (1 + ( )). . 2 ( ) 2 m 2mH • cos n t • s 1n n t -
1 
mH 2 + R 
- 2 
Vernachlässigt man in Gleichung (48) die beiden letz-
ten Summanden auf der rechten Seite, erhält man die Gleichung 
(6) des Berichtes von NAGAI [~ 
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Die in dem von NAGAI vernachlässigten Res~glied R zu-
sammengefaßten EinflUsse der Summan den hBherer Ordnung der 
Reihenentwicklungen (37) und (38) kBnnen unter der Vorausset-
zung weggelassen werden, daß die Wellensteilheiten der re~ 
flektierten Wellen nicht zu große Werte annehmen, Diese Vor-
aussetzung wird im allgemeinen schon deshalb erfüllt sein, 
weil die Wellen sonst brechen werden, Flir das quadratische 
Glied der Reihenentwickiung (37) gilt .z,B, flir H = 2m und 






= - • 2 
( ~)2 • H2 2 ( .) 
1 • cos nt 
= 0,086 • 
Die anderen Glieder 1n d~r Entwicklung (37) sind von noch 
kleine r er GrBßenordnung. 
3,4 Diskussion der Wellendruckformel flir Tiefwasser 
In der We!lendruckformel (48) hat der zweite Summand 
auf der rechten Seite den Faktor sin2 (nt), de~ sich in fol-
gender Weise umformen läßt : 




sin 2 (nt))J 1 [1 cos(2nt)J = (cos (nt) - = -2 2 
1 [1 ( 2 2rr t )] 1 [1 2rr t )] = cos • • = cos(T / 2 • 2 T 2 
Dieser Summand hat also die - halbe Peribde der stehenden Wel-
le. Der dritte &umm~nd hat ·die Periode T der stehenden Wel le, 
der vierte Summand die Periode I ~nd der flinfte enthält neben 
der Periode T auch . die Periode 2 ~· Im oberen Teil der Wand, 
vro nahezu z = 0 gilt (emz- = 1), überwiegt an GrBße der ein-
zige von dem kleinen Faktor m =~freie Summand H • emz,cos(nt): L . 
Dort wird die Druckwelle fast immer ebenfalls mit der Periode T 
der stehenden Welle schwingen. 
Im unteren Bereiche der Wand kBnnen di e Faktoren emz 
· d 2 mz k · h · h un e pra t1sc gle1c Null gesetzt werden~ Ist z,B. L = 10 ~, 
·1 b · f'' mz -2 515 so g1 t ere1ts ur 1z1 > 4 m : e < e ·• · = 0,076 und 
e 
2
mz < 0, 005 8 • . Unterhalb dieser Grenze und zum Boden hin. in 
zunehmendem Maße überwiegen daher an Gr öße ·die Summan den die 
die Faktören cos (2nt) und sin2 (ni) enthalten, Im unter~n 
Bereiche der reflekti erenden Wand wird die durch Gleichung(48) 
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dargestellte resultierende Druckwelle daher im allgemeinen 
nicht mit der Periode T der stehenden Welle schwingen, 
3,5 Wellendruckformel für Flachwasser 
Das Geschwindigkeitsfeld i m Flachwasser wird, wie 
bereits in Abschn, 3,2 erwähnt wurde, durch die Gleichungen: 
( 5 I ) V = c . sin(nt) . cosh(m(d+z)) . (mx) X sinh(md) cos 
( 6 I ) = c . sin(nt) . sinh(m(d+z)) . sin (mx) V 
z sin h (md) 
dargestellt, worin wieder c nach Gleichung (13) einzusetzen 
ist, 
Es gilt auch hier wieder die allgeneine Gleichung 
(27) für nicht-stationäre StrBrnungen, Darin ist nun aber · ~ 
nach Gleichung (16) einzusetzen, Es gelten auch unverändert 
die Gleichungen (30) und (31), Gleichung (31) kann auch in 
der Fern : 
(50) f (t) = g • + [ a~J 
z=n at z=n 
geschrieben werden, Nach (5 1 ) und (6 1 ) ist in Flachwasser 
z=n 
In Gle ichung (51) b edeuten bei Beacht un g von Glei-
chung (13) 
1 2 2 2 ( 5 2 ) A n = 4 a . sin (nt) 2 
sinh 2 (md) 
( 5 3 ) 2 2 (rnx) B = cosh (m(d+n)) . cos + 
sinh 2 (m(d+n)) sin 2 ( mx) + . 
Die rechte Seite der Gleichung (53) läßt sich folgendermaßen 
umformen : 
B = c.o s h 2 ( m ( d + n ) ) ( 1 - s in 2 ( m x) ) + s in h 2 ( m ( d + n ) ) • s in 2 ( m x) 
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oder nach einfacher Umformung 
(54) B = cosh 2 (m(d+n)) 
- sin 2 (mx) • [cosh 2 (m(d+n)) - sinh 2 (m(d+n))J 
Nun gilt flir beliebige Werte z 
2 z - 2 z [ 2 z - 2 z] 
e +2+e - e -2+e 
= +1 4 
Aus (54) und (55) folgt 
(56) B = cosh 2 (m(d+n)) sin 2 (mx) 
In Gleichung (52) kann der Faktor 
2 
n 
sinh 2 (md) 
für Flachwasser 








1 4n 2 
= 
1 
sinh 2 (md) r 2 
FlachHasser c gL tanh 2nd gilt, = . 2n L 
1 2n ßl: tanh(md) 
= m • 
sinh 2 (md) L 2n sinh 2 (md) 
2 




. c . 
wird 
sinh 2 (md) sinh(md) • cosh(md) 
Ferner ist für beliebige Werte 
(e a -a (e a -a ( 5 8 ) cosh ( a) sinh ( a) + e ) - e ) . = 4 
2a 1 1 -2a 1 1 e + - - e sinh ( 2 (l ) = . - = 2 2 2 
Aus (57) und (5 8 ) fol g t 
2 








Einsetzen von (59) in (52) führt zu : 
(60) • 2 A = g m • 4 a sin
2 (nt) 
sinh(2md) 
Aus den Gleichungen (51), (56) und ( 60 ) bekommt man : 
(61).! [~ 2 ] 2 z=n 2 s in 
2 ( n t ) [ . 2 2 J 
= g m • 4 a sinh( 2md) cosh (m(d+n)) - sin (mx) 
Zur Berechnung des letzten Summanden auf der rechten Seite von 
Gleichung (50) muß zunächst Gleichung (16) partiell nach t 
d i f f er e n z i er t we rden , . Da _a_ s in ( n t ) = n • c o s ( n t ) ist , b e -
at · kommt· man 
( 62 ) l - _a~J 2an 2 ( ) . ( )[cosh(m(d+z))J = - -- cos nt • s~n mx . h( d) at z=n m s~n m z=n 
Bei Berücksichtigung von Gleichung (1) vereinfacht sich (62) 
zu : 
( 6 3) [.!!] = 0 t z=n 2 n -m • n ' [ cosh(m(d+z))J sinh(md) z=n 






• - = 21T T • c = 
21T 
L g • tanh (md) 
2 
Einsetzen dieses Ausdruckes für n in (63) führt zu 
m 
(64) [~~] z=n = - g n ' cosh(m(d+n)) cosh(md) 
Ganz entsprechend findet man : 
a~ ( 6 5 ) ät = - _g • n • cosh(m(d+z)) 
cosh(md) 
Au~ den Gleichungen (50), (61) und (64) ergibt sich für die 
Funktion f (t) für Flachwasser 
(66) f (t) = 4 2 sin
2 (nt) [ 2 g , n + gm • a sinh(2md) • cosh (m(d+n)) 
2 J cosh(m(d+n)) sin (mx) - g • n • 
cosh(md) 
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Die Gleichung fün die Druckwelle ergibt sich nun 
wieder aus der Gleichting (27) 
i1. +f (t) Clt 
Entsprechend Gleichung (61) ergibt sich wegen 2a = H : 
Einsetzen der Ausdrücke nach den Gleichungen (67), (65) 
und (66) in die Gleichung (27) führt zunächst zu : 
(68) .E. = p - gz gmH2 sin2(nt) [ h2 (m(d+z)) - sin2(mx)J + sinh(2md) cos 
cosh(m(d+z)) 
+ gn cosh(md) + g n + 
gmH 
2 
• s in 
2 ( n t) [ 2 . 2 J 
+ sinh( 2md) cosh (m(d+n)) - s1n (m x) 
cosh(m(d+n)) 
- gn • cosh(md) 
Auf der rechten Sei te der Gleichung (68) haben die 
beiden Ausdrücke mit dem Fak tor sin2 (mx) entgegengesetzte 
Vorzeichen und fallen fort, Teilt Man Gleichung (68) durch 
die Erdbeschleunigung g und setzt wieder pg = w0 , so folgt 
nach passender Umordnung der Summanden : 
(69) .E_ = 
Ho 
m•H 2 •sin 2 (nt) [ 2 





cosh 2 (m(d+z))J 
*) 
*) In deM Bericht von NAGAI [~ laut~t in der entspre-
chenden Gleichung (10) die erste klammer der rechten Seite: 
I 2 · 2 J Lcosh (m(d+n)) - cosh (d+z) 
Das kann nicht richtig sein, detin in cosh 2 (d+z) hat das Ar-
gument eine falsche Dimension, Ferner muß an der Wasserober-
fläche d,h, für ~ ~ ~ n gelten : p ~ 0 , Letztere BedingUng 
ist durch Gleichung (69) erfüllt, aber nicht durch Gleichung 
( 10) . von NAGAI, Es dürfte dort ein Druckfehler vorliegen, 
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3,6 Wellendr Uc ke am unt e ren Rand e de r reflektierenden Wand 
3,6,1 WellendrUcke an der Sohle im Tiefwasser 
Gleichung (48) liefert die Helle ndrüdte für Tiefwas-
ser für be liebige Ab st ände IZI ~ d vom Ru hew asserspiegel, Das 
Verhalten der in (48) auftretenden Faktoren emz und e2mz . 
wurde schon in Abschn , 3 , 4 besprochen , Im . Tiefwasser ist d>~ 
mz -mL -71 
und daher an der 
2rnz 
e < 0 ,001 5 , 
Sohle : e <e ·2 = e = 0 ,03 9 und 
An der Sohle wird de s halb weg en z = - d bei nullsit-
z en der se h r kleinen Faktoren e mz und e 2mz i m Tiefwasser : 
(70) ~ = d -% mH 2 [1 + cos(2nt) - (1+2mH cos(nt)) sin 2 (nt)J 
3,6,2 Wellendrücke an der Sohle im Fl achwasser 
Im Flachwasser folgt für den Druck am Boden nach Glei-
chun g (69) wegen z = - d : 
.E_ + m • H2 • sin
2 (nt) I 2 l (71) = d j cosh (m(d+n)) 1 i + 
wo sinh (2md) J L 
n [1 
1 cosh(m(d +n)) J + + 
c os h(md) - cosh(md ) 
In der Phase des Wellenscheitels ist nach Glei chung (1) 
271 . 
cos ~ r- • t) = 1 d,h, t = 0 zu setzen, In der Scheitella-
ge der stehenden Welle wird daher d ie Ve rteilun g des Druckes 
auf die refle k tieren de Wand im Flachwasser durch : 
(72) .E_ = 
"'o 




dargestellt (vgl, Gle i chung (69)), 
FUr die Scheitellage der stehenden Welle folgt aus 
Gleichung (72) für den Druck am unteren Rande der reflektie-
re"nden Wand : 
(73) ~ = d + H [1 t -c-o-s~~7(-m~d~) ., cosh(m(d+H)) · cosh(md) j ' 
da aus z = - d folgt co sh(m(d +z)) = cosh(O) = 1 , Gleichung 
(73) ist identisch mit Gleichung (12) in NAGA I'S Bericht [1]. 
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3,7 Resultierende Schubkraft in Abhängigkeit ~on der Wellen -
phase (Weiterführung der Theorie NAGAI'S) 
Im Flachwasser kann für die Phase des Wellenschei-
tels die gesamte pro lfd,m Wand ausgeübte Wellendr~ckkraft 
d ur eh In te gra t ion von p nach Gle i eh ung ( 7 2) ber.e chnet werden. 
Diese resultierende Schubkraft ergibt sich also in Mp/m nach 
der Gleichung : 
(74) ! H p -
. -d 
p d z 
Wenn ~an beachtet, daß 
Jcosh (m(d+z)) dz = ! • sinh (m(d+z)) ist, 
bekommt man durch Ausführung der Integration na ch Gleichung 
(72) zunächst : 
(75) p =wo[- 2 z 2 + H ' ( s i n h ( m ( d + z ) ) c o s h ( m ( d + H ) ) )l H z + . - z • m cosh(md) cosh(md) J -d 
Auswertung des unbestimmten Inte grals an den Gr enze n des In-
tegrationsinterval~s und Diffe renzbildung f üh r t z u : 
(76) P = _Q (d 2 - H2 ) + w • H • (H+d) + w [ 2 0 
sinh(rn(d+H)) _ ( H + d) , cosh(m(d+H)) ] 
+ m cosh(md) cosh(md) 
Gleichung (76) ist identisch mit der in NAGAI'S Bericht [~ 
mitgeteilten Gleichung (1 3) • 
Da in groß en Bereiche n der reflektierenden Wand die 
maximalen Wellendrück e für andere Phasen der stehenden Wel-
le auftreten, ist zu erwarten, daß auch die resultierende 
Kraft P ihren maximalen Wert nicht bei der Scheitellage der 
stehenden Welle erreicht. Um das zu entscheiden und den Ma-
ximalwert zu berechnen, ist Gleichung (76) (NAGAI'S Glei-
chun g (13)) nicht ausreichend, Diese muß daher ergänzt wer-
den durch eine allgemeine Formel, die es gestattet , die re-
sultierende Kraft für beliebige Wellenphasen zu ermitteln. 
Hierzu muß die allgemeine Gleichung (69) zwischen den Gren-
zen z = -d und z = n· = H • cos (nt.) • 1 integriert werden, 
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Es ist 
(77) ~cosh(m(d+z)) dz =! • sinh(m(d+z)) 
Ferner ist : 
; 
2 ( )) __ 
4
1 l_e2m(d+z) + e-2m(d+z) + 2 . ·cosh (m d+z 1 
Hithin ist : 
.., 
Jcosh 2 (m(d+z)) dz = 1 11 4 L2m 2m(d+z) e 1 -2m(d+z) e + 2n 2z : 
oder nach einfacher Umformun g 
(78) Jcosh 2 (m(d+z)) dz = ~m • sin h (2m(d+z)) + ~ 
Bei Beachtun g der Beziehungen (77) und (7 8 ) erhält man durch 
Integration der allgemeinen Gleichun g (69) zwischen den 
Grenzen z = -d und z = n = H • cos(nt) • 1 : 
L: r ( 7 9) dz I p = L-
+ n 




m • cosh(md) - z • 
z/2 }· wo + 
cosh(m(d+n)) 
cosh(md) 
Auswertung der Gleichung (79) nach d en Integrationsgrenzen 
führt zu 
(80) p = 1 (d 2 2 wo 
2 
n ) + 
+ w • mH 
2 
• s in 
2 ( n t) { ( d ) 
0 sinh (2md) + n 
sinh(2m(d+n)) 1 (d )1 
- 4 m - 2 + n + 




+ w • n • { ( d + n ) +-- s in h ( m ( d + n ) ) 
0 m cosh(md) 
_ (d+n) , cosh(m(d+n))} 
cosh(md) 
In Gleichung (80) ist an der refle k tierenden Wand zu setzen : 
n = H • cos(nt) • 1 , Bei Auftreten des Wellenscheitels an 
der Wa~d ist : n = H und sin2 (nt) = 0, Dann geht die rechte 
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Seite der flir alle Wellenphasen geltenden allgemeinen Glei-
chung (80) in die rechte Seite von NAGAI'S spezieller Glei-
chung (13) (vgl,Gleichung (76)) liber, die nur flir die Schei-
tellage der stehenden Welle an der reflektierenden Wand gilt. 
3,8 Diskussion der flir Flachwasser hergeleiteten Wellen-
druckformeln 
Da der auf der rechten Se ite der Gleichung (71) auf-
tretende Faktor [cosh2 (m(d+n)) - ~ im allgemeinen in der 
Umgebung des Wellenscheitels positive Werte von erheblichem 
Betrage annimmt, ist der Ausdruck 
mH •sin (nt) 2 2 2 [ J cosh (m(d+n)) - 1 
sinh(2md) 
eine Funktion von t, die an der St e lle t = 0 d,h, bei Schei-
tellage der stehenden Welle - verschwindet, aber vorher und 
nachher positive Werte von großem Betrage annimmt, Die durch 
Gleichung (71) dargestellte Funktion wird daher im allgemei-
nen vor und nach der Scheitellage der stehenden Welle an der 
reflektierenden Wand ihren maximalen Wert erreich~n. 
Wendet man die gleichen Überlegungen auf Gleich ung 
(80) an, erkennt man, daß die in NA GA I'S Bericht mit geteilte 
Gleichung (13) (nach dorti g er Zählun g der Gleichungen) nicht 
die maximale resultierende Druckkraft liefert, Diese muß 
vielmehr nach der hier hergeleiteten Gleichung (80) bestimmt 
werden. 
3,9 Wellendruckformeln auf der Grundla g e der elliptisch 
trochoidalen Wellentheorie 
3,9,1 Einleitung 
Nach Auffassung der elliptisch-t~ochoidalen Wellen-
theorie bewegen sich unterhalb einer fortschreitenden Was-
serwelle die Wasserteilchen auf geschlossenen Bahnkurven mit 
den horizontalen Halbachsen r und den verti k alen Halbachsen 
r', Im Tiefwasser ist r = r'; in diesem in der allgemeinen 
Theorie enthaltenen Sonderfall sind die Bahnkurven Kreise. 
Diese Theorie betrachtet also die Bewegungen der 
Wasserteilchen als nicht-wirbelfrei. Deshalb existiert bei 
Anwendung dieser Wellentheorie kein Geschwindigkeitspoten-
tial. Nach bekannt~n Sätzen der theoretischen Physik mlissen 
jedoch Bewegungen, die unter alleiniger Wirkung der Schwer-
kraft als äußerer Kraft ablaufen - also auch die Gravita-
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ti onswellen - eigentlich ein Geschwindigkeitspo t e ntia l be -
sitzen. Durch diesen Widerspruch wird d i e physika lisch e Be -
deu t ung der mit der trochoidalen Wellentheo r ie he r g eleit e -
ten Berechnungsformeln ein wenig beeinträchtigt . 
3 , 9 , 2 Ma thematische Formulierung des Bewegungsfeld e s unter -
h a lb einer stehenden Welle nach der ell i p t i sch - troc h oi -
dale~ Wellentheorie 
Vor der Anwendung dieser Theorie wird wege n de r b es-
seren Vergleichbarkeit der hergeleiteten Formeln n it den Fo r-
mel n NAGAI'S das bisher benützte Koordinatensyst e m s o u m d i e 
x-Achse gedreht , daß die positive z-Achse zum Boden zeigt . 
Bei Anwendung der nach d en beiden Theorien hergelei t e t e n Fo r-
meln auf dasselbe Berechnungsbei~piel ist dieser Unte r sch i ed 
der von NAGAI [1] benützten Bezugssysteme zu berücksi c htigen . 
In Bezug auf das neue Koo rdinatensystem kann die 
elliptische Bahn eines Wasserteilch ens mi t den Koordinate n x 
und z , das mit der Periode T um den Mittelpunkt (x0 , z 0 ) de r 
Ellipse umläuft, bei Verwendung de r Ze it t als Parameter 
durch fol ge nde Glei chungen dar g estellt werden 
( 81 ) X = r • 
( 8 2) z = z - r'• 0 
cos 
sin 
cl! . t> T 
cl! · t> T 
Zie l ist , die durch die stehende Welle erzeug t en Ba h n k urve n 
aller Was se r tei l chen durch ein Gleichungssys t em da r z ustellen , 
Die stehende Welle entsteht durch Überlage run g de r 
anlau fende n mi t der von der Wand reflektierten We ll e (v gl , 
Abschnit t 3 , 1 ). Während der Periode T lege n d i e se b eiden 
Wellen k o mponent e n den gleichen Weg L in entg e genge s e t z ten 
Richtun g e n z ur ück , Dabei verfra c hten sie a u c h die b eiden Be-
we gun g s k o mponenten r • cos (nt) und r' sin (nt) i n i h re n 
ent g e g e ngesetzten Fortschrittsrichtungen , 
Die Wellenfortpflanzungen von r • cos ( nt) s ind dar-
ge stell t durch : 
( 8 3) t; 1 = r • cos ( m xo + nt) 
(84) t;2 = r . cos (m xo - nt) = r • co s (nt - mx 0 ) 
mit m = 211 und n = 211 1 • T 
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Die Gleichungen (83) und (84) nehmen n~ch Anwendung 
des elementaren Additionssatzes der cos-Funktion die Form 
an ;" 
( 8 5 ) E:. 1 = r • [ c o s ( m x 0 ) • c o s ( n t ) - s in ( m x 0 ) • s in ( n t >] 
( 8 6 ) E:, 2 = r • [c o s ( m x 0 ) • c o s ( n t ) + s in ( m x 0 ) ~ s ir~ ( n t >] 
Das Ergebnis der beiden Verfrachtungen erhält man durch Addi-
tion von (85) und (86) in der Form : 
(87) (E:, 1 + E:, 2 ) = E:, = 2 r • cos (-21T ) • t • cos T c2!. . x > L 0 
Gleichung (87) stellt die eine Bewegungskomponente der stehen-
den Welle dar, die in Gleichung (81) an die Stel le von r • cos(nt) 
zu treten hat. 
Die entgegengesetzt gerichteten Wellenfortpflanzun g en 
der vertikalen Bewegungskomponente werden dargestellt durch : 
(88) ~1 = r' • sin (mx 0 + nt) 
(89) t 2 = r' • sin (mx 0 - nt) 
Daraus durch Anwendung des Additionssatzes für die sin-Funk-
tion 
(90) t1 = r' • [sin(nx 0 ) cos(nt) + cos(mx 0 ) sin(nt)J 
(91) ~2 = r ·' [sin(rnx 0 ) cos(nt) - cos(mx 0 ) • sin(nt)J 
Durch Addition ergibt sich daraus für die vertikale ~ewegungs­
komponente unterhalb einer stehenden Welle : 
(92) t 2n = ~1+ ~2= 2 r' • cos(-r • t) • sin 
Durch Verschiebung des Nullpunktes der Zeitrechnung 
gehen die Gleichungen (87) und (92) über in : 
H) NAGAI [~ untersucht vermittels der trochoidalen Theorie ei-
ne stehende 0elle, die ihre Scheitellage für t =!einnimmt 
und nach der Potentialtheorie eine stehende Welle~ die die-
se P-hase für t = 0 erreicht (vgl,Gleichung (1)). 
(93) t;. = 2 r • sin 
(94) c; = 2 r'• sin 
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(~ • t) • cos (~ • ) T L xO 
2 1T (- • t) • 
T sin 
21T 
(- • X ) 
L 0 
Setzt man die Bewegungskomponenten t;. und 1; der stehenden Wel-
le in die Gleichungen ( 81) un d ( 82 ) ein, erhält man ihr Bewe-
gungsfeld in der Form 
(95) X = XQ + 2 r • s in 
(96) z =z -2r'• 0 s in 
(~ 
T 
t) • cos 
(~ • t) • 
T sin 
( ~ ) L xO 
(~ • X ) 
L 0 
Nach bekannten physikalischen Ge setzen müssen die Halbachsen 
r und r' der Bahnellipsen mit zunehmendem Abstand vom Ruh e-
wasserspie g el nach einem Exponentialgesetz abneh men. Ferner 
muß am Boden d.h. für z 0 = d die vertikale Halbachse r' 
gleich Null _werden und im Ruhe wasserspiegel muß r' = ~ sein. 
Allen diesen Forderungen leistet die elliptisch-trochoidale 
Wellentheorie Genüge durch die Ansätze 
(97) r' H 
sinh( m(d-z 0 )) 
= - .. 2 sinh( md ) 
( 98) H 
cos h ( m( d - z 0 )) 
r = 2 sinh(m d ) 
Zur Darstellun g des Bewe g un g sfeldes unterhalb einer stehen-
den Welle sind r und r' nach ( 9 7) und (98) in (95) und (96) 
einzusetzen. 
Durch die Gleichungen (95) bi s (98) wird das Bewe-
gungsfeld in größerer Entfernun g von der reflektierenden 
Wand dargestellt. In unmittelbare r Nähe der Wand werden die 
Zirkulationszentren(x0 , z 0 ) um den Betrag 
4n 
L • r • r' 
• 2 (21T • t) 
• s~n -T 
im Rythmus der stehenden Welle angehoben. Um diesen Umstand 
zu berücksichtigen, wird Gleichung (96) verallgemeinert zu 
(99) z = z - ~ r r' 0 L • 2 (~ • t) s~n T 2 r' 
• (21T ) 
• s~n L x 0 
• (2n ) 
• s~n T • t • 
In· unini ttelbarer Nähe der reflektierenden Hand wird das Be-
wegungsfeld also durch die Gleichungen (95) und (99) in Ver-
bindung mit (97) und (98) dargestellt. 
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3.9.3 Die Bewegungsgleichung von LAGRANGE 
Zur Herleitung der Druckkräfte aus den durch die 
Gleichungen (95), (99), (97) und (98) dargestellten Bahnen 
der Wasserteilch en müssen die Koordin aten x und z der Was-
serteilchen in die "Bewegungsgleichung 1. Art" von LAGRANGE 
eingesetzt werden. Dabei treten x 0 , z 0 und t als unabhängi-
ge Differentiations-Veränderliche auf. 
Die hier anzusetzende Form dieser partiellen Diffe-
:entialgleichung bekommt man am einfachs t en durch folgende 
Uber legun gen : X und Z seien die beiden Komponenten der auf 
die Ma sseneinheit wirkenden äußeren Kraft. Nach den Überle-
gungen in Abschnitt 3.3 sind die Komponente n der an der Vo-
lumeinheit - also an der Masse p - angreifenden Druckkraft : 
(-*)und(-*) • Die Komponenten der an der r1asseneinheit 
'f d D kk ft ' d d h (- -1 • Cln) und (- 1 Cln). angre1 en en ruc ra s1n a er : ~ ~ 
p Clx p Clz 
Nach dem 1. Axiom von NEWTON hat m~n demn~ch zu setzen 
1 l.E.) a 2x *) (100) (X 
- = 
. 1 p ax 
at 
2 
1 l.E.) a 2 z *) (101) (Z 
- = • 1 p az 
at
2 
Mti ltipliziert man die 
chung (101) mit ~z , 
ax 0 
Gleichung (100) mit Clx und die Glei-
ax0 
bekommt man wegen 
(102) lE. ax +lE. ~ lL • = dX Clx 0 Clz axo ax 0 
die nachfolgende Gleichung 
2 2 
(103) ( l...2!. X) ax (~ Z) az 1 lL 0 - . -- + - • + - . = 
Clt 2 ax 0 Clt 2 Clx 0 p ax 0 
()X ()Z 
*) Hier soll durch die Schreibweise -- und - angedeutet 
at at 
werden, daß x und z noch von den Parametern x 0 und z 0 ab-
hängen. 
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Auf entsprechende We ise erhält man wegen 




az 1 iE_ (105) cl2 
-
X) . + (~ - Z) . + - . = 0 
dt2 az 0 dt2 az 0 p az 0 
Die partiellen Di fferentia lglei c h un ge n (1 03) und (1 05 ) sin d 
die " BeHe g ungs gle ichun ge n erster Art " von LAGRANGE . 
3 , 9 . 4 AusHartun g der BeHep; un g s g leichungen von LAGRAl1GE 
Nach der Auswe rtun g der BeHeg unp;s g leichun~en von 
LAGRANGE muß zur Be r e c hn un g des Druc ke s an de r refle kt ie-
re n de n Wa nd d a s Linien-Inte g ral 
berechn et we r den , Da a uf einem Int egrationswege pa r a llel 
z ur z - Ach se und entlang der r eflektie ren den Wa nd x 0 =Kons t, ax 0 d , h . ~ = 0 und ds = dz 0 ist, v ereinfa c h t sich da s Inte -
gral zu : 
Daher braucht nur Gleichun g (1 05 ) wciterbezan de lt zu we r de n, 
Da Z und X auf d ie Mass e nein heit bezogen sind , ist bei 
SchHereHellen für Z die Erdbeschleuni gun g g und für X Nu ll 
zu setzen, Damit Hird aus Gleichung (1 05) nach e infacher Um -
ordnun g der Summanden 
( 1 06 ) g • = 1 p 
Da a cosh( m(d - z )) = _a __ cos h(( - m) (z
0
- d)) = - ~ • sinh 
az 0 0 dZO 
( ( - m) (z 0 - d)) = - m sin h (m( d -z 0 )) ist , ergibt sich aus den 
Glei c hun g en (97) und (9 8 ) 
( 107) 
- m ' r I = 
21T 
L 
• r I 
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Auf entsprechende W~ise findet man 
(108) ( r I ) = 
az 0 
2'lT 
= - __...._ ' r , 
Nach den Gleichungen (9 5 ) und (99) findet man bei Be rücksich-
tigung von (107) und (10 8) 
E_ 4n 2n I 2 2 . 2c2n (109) = 1 + . (r +rl ) . . t) + 
az 0 L L 
s1.n T 
2 2n . (2n t) . (2n xo ) + . . r . sl.n T . . sJ.n L . L 
dZ L~ 1T 2 21T I • ( 2 1T 21T t)-= . • - . r . . t)•cos(-dt L T r •sl.n -T T 
21T rl 21T ) . (21T xo) - 2 - . . cos(T • t •s l.n - • T L 
2 2 2 21T (110) a z 4 1T - (..?....:!.) - t ) = 
-
2 . • . r -. r 1 •cos (- . + 
dt 2 L T T 
41T (..?....:!.) 
2 
. 2 21T 
+ 2 . - . . r . rl . sln (T . t) + L T 





. ( 2 1T 21T ( 1 1 1 ) = 2 r . Sln T . t) . cos(L xo) 
dt 2 T 
(112) dX 41T r I sin (~ . t) . cos (~ xo) 
dZO 
= - • 
. L L T 
Setzt man die Glei chun gen (1 09 ) bis (112) in die Differen-
tialgleichung (1 06) ein, erhält man die Bewe g un g s g leichung 
von LAGRAN GE in der Fa r n 
2 8n 4n 2 2n 
+ ~·-- 2 •r•r 1 •cos (- •t) T T 
sin 
2 81T 4n 
- -·-2-
L T 
. 2 21T 
' Sln (T • t) -
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2 2 Bn 8n 4n 2 2 
+ --·---·---•r•r 1(r +r 1 ) 
L L2 T2 
, 2 2TI 2 2n 
• sln <r- . t) • cos <r- t) -
2 2 8n Bn 4n 2 2 
- --·---·---·r r 1•(r +r 1 ) 
L L2 T2 
, 2 (2TI ) , 2(2TI ) 
• s ln T • t • s ln T t -
2 • 2 2 • r 1 • ( r +r 1 ) • , 3 ( 2n ) , (2n ) Sln • t • Sln --L x 0 + r 
Bn 4n 4n 2 2 1 , ( 2 TI 2 2n sin(l...n.•x ) + • . . r . r •sln - . t) . cos <r . t) L 0 L L T2 T 
4n 4n 2 8n 2 3 2TI 2TI 
xo) • • • r . r 1•sin (- . t) . sin (- . -L L T2 T L 
8n 4n 2 , 2(2n 2 (~ . . r . r1 . t) . sin . xo) -L T2 sln T L 
8n 4n 2 , 2 2TI 
t) 2 2TI xo) T2 • r 
. rl Sln (T . . cos (-L L 
In Gleichung (113) sind run d r 1 nach den Gleichungen (97) 
und (98) auszudrücken. Auf der rechten Seite de r Glei chun g 
(11 3 ) werden nun alle Summanden umgeformt, die die Erdbe-
schleunig un g g nicht explizite enthalten. 
(114) Sn 
L 
Umformung des vierten Summanden 
2 4n 2 2n 
·---•r •r 1 •cos (--·t) = 
T2 T 
2 8n 4n 2 2 2n 
-• • C •r•r 1 •cos (-•t) = 
L ~ T 
2 
8n 4n gL h (--2n ~ -·--- • -- • tan L L2 2n L • d) • r • 
= g • 
2TI 2 2TI 
• tan h (L•d) • cos (T • t) 
Durch die gleichen Umformungen geht der 5, Summand über in 
(115) - g • • tanh (~•d) L . 2(2n ) • s ln T • t 
Die beiden letzten S umman den der rechten Seite der Gleichung 
(113) lassen sich wegen 
. 2 2n ) 2 2n ) Sln (L x 0 + cos (L x 0 = 1 
ebenfalls zu dem Ausdruck (115) z usa mmenfa ssen. 
-
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Alle bisher betrachteten vier Summanden lassen sich daher we-
gen (114) und (115) zusammenfassen zu : 
Umformung des 6. Summanden der rechten Seite der Gleichung 






r I . 
rl • 
. 2 lT t) s~n(T . 
c2 . 2lT • s~n(T 
sin (~ xo ). . = L 
t) sin cl!. xo) = • • L 
BlT 2 
= - ~ • rl • .Bl! h(2lT d) . (2lT ) . (2lT ) --2lT • tan ~ ·s~n r·t ·s~n ~ • xo 
L 
==-g • 4lT L • r I • tanh(l!..d) L S ~n(l.rr•t) •s~ncl!. • x ) ~ T ~ L 0 
In dieser Form läßt sich der 6. Summand mit dem 3. Summanden 
vereinigen zu : 
(117) - g • L 
4lT 
• ( r I • tanh(~lT·d) - r) • . (2lT ) s~n -•t T • ( 2 lT s~n -·x ) L 0 
Der 9. Summand auf d~r rechten Se ite der Gleichung (113) läßt 
sich folgendermaßen umformen : 
2 2 16 TI.~.c 2 •r 1 .(r 2 +r 12 )•sin 3 (l!.•t)•sin(~ • x) = 
L2 L2 T L 0 
2 2 
16lT 4lT BL 2 2 21r . 3(2lT ) . (2lT ) ~·~·--·r'•(r +r' )•tanh(-- d)·s~n --t •s1n-- x 0 = LL LL 2lT L T L 
3 2 2 32lT r 1(r +r 1 ) (2lT ) . 3 2lT 21r (11 8 ) - g • 3 •tanh --·d ·s~n (-- t)•sin(-- xo) L L T L 
Der 7. und der 8 . Summand auf der rechten Seite der Gleichung 
(113) können wegen 
2(2lT ) . 2(2lT ) 
cos T t - s~n T t = 




8lT 8lT 4lT 2 2 . 2 2lT 
--·---·---·r•r 1•(r +r 1 ) • s~n (--•t) 
L L2 T2 T 
4lT 
• cos(-•t) T 
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Dieser Ausdruck läßt sich folgendermaßen umformen 
2n 2 2 2 
• ~ • C • r • r'•(r +r' ) 
1 
(119) 
, 2 2TI 
' s 1n (- • T 
Der 10, und 11, Summand der rechten Seite der Gleichung 
(113) lassen sich zunächst vereinigen zu : 
. . 2 2n . 2 2n 4n Hegen der Bez1ehung cos (Tt) - s1n (Tt) = cos(Tt) 
kann dieser Ausdruck umgewandelt werden in : 
(120) g 2n 2n (4n ) · (2n ). • tanh(-d) •sin(-•t)•cos --t 'Sln- x 0 1 T T 1 
S~tzt man die Ausdrücke (114) bis (120) in die Gleichung 
(113) ein und dividiert sämtliche Glieder dieser Gleichung, 
die nunmehr alle die Erdbeschleunigun g g als Faktor enthal-
ten, durch diesen gemeinsamen Faktor g, so erhält man nach 
Vertauschung beider Seiten 
(121) 1 -~TI (r'•tanh(~n d) - r) • sin(~n t) • sin(~n x 0 ) + 
1 6TI 2 •r•r 1 2TI [ 2 2TI 2 2TI 
+ • t an h ( -d ) • c o s ( -t ) - 2 · ( 12 1 T Sln r-
2 2 2 8TI (r +r' ) . 2 (~ , t) _ 
+ 2 ' Sln T 1 





4 2 2) 128n •r'r'(r +r' t h(2n d) . 2(2n ) 4n ) + - • an - 'Sln - t 'cos(-T t = 





*) Siehe Seite 57 
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3,9,5 Berechnung des Wellendruckes für die Scheitellage der 
stehenden Welle 
Gleichung (121) soll für den Augenblick integriert 
werden, in weLchem die stehende Welle an der reflektierenden 
Wand ihre Scheitellage erreicht, In diesem Zeitpunkte ist 
t = * (vgl, die Fußnote in Abschnitt 3,9.2), mithin sin(i1T t)= 
sin{~) = 1 und cos(in • t) = 0 • Der in den beiden letzten 
Summanden auf der rechten Seite der Gleichung (121) auftre-
tende Faktor 
• 4 
cos (-1!. • t) T 
hat i~ diesem Augenblick den Wert cos(1T) = - 1 • An der Wand 
hat die stehende Welle einen Schwingungsbauch, deshalb ist 
dort nach Gleichung ( 99) : s{n ( ~n x 0 ) = 1 , 
Bei dieser Integration nach z 0 müssen die Halbachsen 
r und r' der Bahnellipsen gemäß den Gleichungen (97) und (98) 
als Funktionen ~on z 0 betrachtet werden. Integriert wird vom Ruhewasserspiegel(z0 = 0) bis zu einem beliebigen Werte z 0 , 
der der Bedingung z 0 ~ d genügt, 
Die Integration des 1. Summanden ergibt 
zo 
(122)I 1 dz 0 = z 0 • 
0 
*) Gleichung (121) ent~pricht d~r Glei~hung (17) . in NAGAI's 
Bericht [1] , Ein Vergleich der Terme dieser beiden Glei-
chungen zeigt folgendes : Der vorletzte Summand auf der 
linken Seite von NA GAI's Gleichung enthält ~inen erhebli-
chen Druckfehler, Dieser Summand enthält als vorletzten 
Faktor :. 
21T 
cos ( ~ t). 
l 
Dieser Faktor muß lauten : cos(~n t) , 
Die rechte Seite von NAGAI's Gleichung (17) enthält 
ebenfalls Druckfehler, 
Um Verwechslungen zu vermeiden, ist hier für die Was-
sertiefe statt der ·von NAGAI verwendeten Abkürzung "h" die 
Abkürzung "d" verwendet worden, 
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In dem betrachteten Augenblick (t = ~) nimmt der 
L 2,Summand der linken Seite von (121) an der Wand (x 0 = ~,s.o.) die Form an : 
- 2 m r' • tanh (md) + 2 mr 
Nach Einsetzen von r und r' gemäß (97) und (98) 
kann man diesem Summanden bei Berücksichtieung der Beziehung: 
sinh (- a) = - sinh (a) in der Form schreiben 
+ m H • [sinh(m(zo-d)) 
cosh(md) 
[
sinh(m(z 0 -d)) 
+ m H • 
cosh(m(zo-d))] + oder 
sinh(md) 
cosh(md) • sinh(md) 
• cosh(md)] • sinh(md) + cosh(m(z 0 -d)) 
Wegen der Beziehung (58) kann man das Integral des zweiten 





·it s in h ( m ( z 0 - d ) ) • s in h ( m d ) + c o s h ( m ( z 0 - d ) ) c o s h ( m d >] d z 0 
0 
Die Ausführung der Integration nach z 0 ergibt 
21! Lcosh(m(z 0 -d)) sinh(md) + sinh(m(z 0 -d)) cosh(md)J sinh(2md) 
da das unbestimmte Integral für z =0 verschwindet. Nun gilt ganz 
allgemein für beliebiges a und be2iebiges ß: 
sinh (a) • cosh (ß) + cosh (a) • sinh (ß) = sinh (a+ß) 
Setzt man also : a = m(z 0 -d) und ß = md, so nimmt der Inhalt 
der eckigen Klammer die form an 
[ s in h ( ( m z 0 - m d ) + ( m d ) )] = s in h ( m z 0 ) 
Dem Integral des zweiten Summanden kann man daher 
die endgültige Form geben 
(123) 2 H 
sinh(2md) • sinh (mzo) 
T L Bei Scheitellage der stehenden Welle an der Wand (t=~; x 0 =~), 
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. 2(2n . · ) 2(2n T) ~(n) n~mmt wegen cos --T ~t = cos -- • - = cos - = 0 der T 4 2 
3,Summand auf der linken Seite der Glei chung (121) die Form 
an : 
32 n 2 
• tanh (md) • r • r' = 
12 
= -
2 H2 • m2 




s h ( m d ) • c o s h ( m ( d - z 0 ) ) • s in h Cm ( d - z 0 ) ) 
Wegen der Beziehung (58) und w~g e n sinh(-a) = - sinh(a) 
kann man diesen Summanden weiter umformen zu : 
4 m2 • H 2 · 
+ sinh( 2md) • cosh(m(z 0 - d)) • sinh (m(z 0 -d)) 
Zur Erleichterung der . Integration kann man dem zu berechnen-
den Integral nun die Form geben : 
2 2 zo 
2 m • H I 
sinh(2md) ' 2 • sinh (m(z 0 ~d)) • cosh(m(z 0 -d)) dz 0 
0 
Ausrechnung des Integrals führt zu 
2 2 H2 [sinh 2 (m(z 0 -d)) 
. h 2 m .. 1 
• - - s ~n 
sinh(2md) m 
Dafür ka nn man schreiben 
sinh(2md) 
Diesen Ausdruck kann man umformen in 
. 2 
m • H 
sinh ( 2 md) 
Hach Gleichung (55) kann man setzen 
cosh 2 ( m(d-z 0 )) - sinh
2 (m(d-z 0 )) = 1 
2 . 2 
cosh (md) - sinh . (md) = 1 • 
Damit nimmt das Inteeral die Form an 
( -md )] 
und außerqem . 
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si:h~~md) • [cosh 2(m(d-z 0 )) + sinh 2 (m(d-z 0 )) -
- (cosh 2 (md) + sinh 2 (md))] 
Nun ist cosh 2 (a) + sinh 2 (a) = 
= ~ [ce2a + 2 + e-2a) + (e2a - 2 + e-2a)l = 
2a -2a 
(124) e + e 
2 = cosh (2a) = 
Damit erhält man für das Integral des 3. Summanden auf der 
linken Seite der Gleichun g (121) : 
rn • H
2 
[ J (125) sinh( 2Md) • cosh(2m(d-z 0 )) - cosh(2md) 
Der vierte SUMMand auf der linken Seite der Gleichung 






[ 2 2 J • cosh (M(z 0 -d)) + sinh (m(z 0-d)) 2 sinh2(md) 
Bei Berücksichti g ung von (124) niMMt hier das zu be-
rechnende Integral die Form an : 
2 H 2 m • 
2 H2 m • 
= 
zo 




- [sinh (2m(z 0 -d)) -2 m 
sinh (2M(-d))J 
(126) - m • H
2 
• [sinh (2m(d-z 0 )) - sinh (2md)J 4 sinh 2 (md) 
= 
Der 5, Summand auf der linken Seite von Gleichung 
(121) läßt sich wegen : 
[cosh 2 (m(d-z 0 )) + sinh
2 (m(d-z 0 >>]= cosh (2m(d-z 0 )) 
in der Form schreiben : 
3 .3 
- m •H ,tanh(md) •sinh(m(d-z ))•cosh(2m(d-z )), 
2 
sinh 3 (md) 0 0 
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wenn wieder r und r' nach (97) und (98) einge~etzt werden, 
Hegen ( 411 cos - • T !) = - 1 4 kann man dem 6, Summanden 
die Form geben : 
tanh(md) 
sinh 3 (md) • 2 • 
2 
sinh(m(d-z 0 )) • cosh (m(d-z 0 )) 
Da sinh(-a) = - sinh(a) ist, lassen der 5, und der 6, Sum-
mand sich nunmehr vereinigen zu (127) 
Nun gilt für beliebige Werte von a : 
(128) sinh (3a) = sinh (a+(2a)) = 
= sinh (a) • cosh(2a) + cosh (a) • sinh(2a) = 
= sinh(a) cosh(2a) + cosh(a) [2•sinh(a) cosh(a)J = 
= sinh(a) • [ cosh (2a) + 2 cosh 2 (a)] 
Setzt man in . (128) für a das Argument (m(z 0 -d)), 
geht der Ausdruck (127) für die Summe des 5, und 6, Summan-
den der linken Seite von (121) über in : 
m 3 '· H 3 
2 • sinh (3m(z 0 -d)) 
sinh (md) • cosh(rnd) 2 • 
Die Integration über das Intervall (O,,,,z 0 ) liefert daher den Ausdruck 
3 • H 3 m 
2 sinh 2 (md) • cosh(md) 
[;m (cosh(3m(d-z 0 )) - cosh(3md))J = 
m2 • H3 ( 12 9) 
6 sinh 2 (md) • cosh(md) 
[cosh(3m(d-z 0 )) - cosh(3md~ 
Setzt man zur Abkürzung 
• (-411 • _T) w1eder : cos - -T 4 
m (d-z ) = a und berücksichtigt 0 2 2 1 und cosh (a) + sinh (a)=cosh(2a), 
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so nimmt der letzte Summand auf der linken Seite von Glei-
chung (121) nach Einsetzen von r und r 1 gemäß den Gleichun-
gen (97) und (98) zunächst die Form an : 
8 m4· H4 • sinh(md) 
• cosh (a) • · sinh (a) • cosh (2a) 
16 sinh 4 (md)cosh(md) 
Nach Gleichung (58) ist 
[ c o s h ( a ) • s i n h ( a ) ]- • c o s h ( 2 a ) = c o s h ( 2 a ) • [% s i n h ( 2 a ) J 
Nochmalige Anwendung dieser Beziehung liefert : 
l sinh (2a) • cosh (2a) = l • l • sinh (4a) 2 2 2 
Setzt man nun wieder statt a: m (d-z 0 ) und beachtet , daß 
sinh (-4a) = - sinh (4a) ist, kann man dem letzten Summanden 
die Form g e be n : 
4 H4 m • 
3 • sinh (4 _ m(z 0 -d)) 8 sinh (md) • cosh(md) 
+ 
In dieser Form läßt sich der Ausdruck leicht integrieren, He-
gcn 
Jsinh(4m(z 0 -d) 
cosh(4m(Zo-d)) cosh(4m(d-Zo)) dz = = er-
4 m 4 m 
hält man für das Integrationsintervall ( O,,,,,z 0 ) 
1 [cosh(4m(z 0 -d)) - cosh(4m(-d))J = . - . 4m 
3 4 
(130) m ' H • [cosh(4m(d-z 0 )) - cosh(4md)J 32 sinh 3 (md)•cosh(md) 
Bei der Integration der rechten Seite von Gleichung 
(121) ist zu bedenken, daß gemäß Gleichung (104) die Funktion 
p(x,z) den Druck längs der Bahnkurven de~ Wasserteilch~n an-
gibt, Längs des Integrationsweges entlang der Wand ist 
x~ =~und daher nach Gleichung (95) : x = ~ , z ergibt sich 
T L 4 
wegen t =~und x 0 = 4 nach Gleichung (99) zu 
4lT 
z = zo - 1 ' r • r 1 - 2 r 1 • Die Integration · der rechten Sei-
tq de~ Gleichung (121) liefert demnach für das Integrations-
intervall (0 ..... z 0 ) : 
- 63 -
~g • [P (~, (z 0 - ~1T r r' - 2 r'))- p (~, (0-~1T r 0 •r' 0 -2 r' 0 ))J 
Jeder Punkt mit z 0 = 0 hat seine Bahn im Ruhewasserspiege l be-
gonnen und bewegt sich nach der elliptisch-trochoidalen Theo-




Damit vereinfacht sich dieses Integral zu 
L 41T 
• p <4, (z 0 - L • r r'- 2 r')) 
In dem Ausdruck (131) gibt der Inhalt der Klammer hin-
ter den Buchstaben p den Ort mit den Koordinaten 
L 
x=-,z=z 4 0 
41T 
- L • r r'- 2 r', 
in welchem der Druck p erreicht wird. 
Setzt man nun für die Integrale der einzelnen Sumnan-
den der linken Seite der Gleichung (121) die Ausdrücke (122), 
(123), (125), (129) und (130) und für das Integral der rech-
ten Seite den Ausdruck (131) ein, erhält man die folgen de auf 





-- . L r r' - 2 r')) = 
2 H 
= zo + sinh(2rnd) • sinh (mzo) + 
m • H2 [ . J + cosh(2m(d-z 0 )) - cosh(2md) sinh(2md) 
m . H2 [sinh(2n(d-z 0 )) sinh(2md)J • - + 4•sin 2 (md) 
2 H3 




6 sinh 2 (md)•cosh(md) 
3 H4 
• [cosh(4m(d-z 0 )) cosh(4md)J 
m . 
+ 




Die rechte Seite der Gle ichung (132) stimmt überein mit der 
rechten Seite der Gleichung (18) des Berichtes von NAGAI. 
zum XXI, Internationalen Schiffah~tskongress [1] , 
Bei Anwendung dieser Formel ist zu beachten, daß 
der für einen Wert z 0 ~ d von der rechten Seite der Glei-
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chung (132) gelieferte Summenwert nach ~einer Multiplikation 
mit pg den Druck an der Hand am Ort z = z 0 - ~lT r r'- 2 r' 
darstellt (und nicht etwa am Ort z 0 ) • 
Aus diesem Grunde läßt sich die Glei chung (132) nicht 
nach z 0 integrieren. 
3.9.6 Hellendruck am unteren Rande der Wand bei Scheitellage 
der stehenden Welle (Verbesserung der Formel von SAINFLOU) 
Da am Boden z 0 = d ist und folgende einfache Beziehun-
gen gelten · : 
sinh (2md) = 2 • sinh (md) • cosh (md), 
cosh (0) = 1 und sinh (0) = 0, 
nimmt für den Druck pd am Boden die Formel · (132) die einfache 
Form an : 
(133) 1 d H • p = + cosh(rnd) + pg d -
+ m • 
H2 
• ( 1 cosh(2md)) 
sinh(2md) - + 
rn • H2 
+ . coth (md) + 2 
m2 • H 3 
+ (1 - cosh(3md)) + 
6 sinh 2 (rnd)cosh(md) 
M3 • H4 
+ (1 - cosh(4rnd)) 
32 sinh 3 (md)cosh(md) 
Für z 0 = d ist r' = o, und die linke Seite der Gleichung (132) 
nimmt die Form an 
1 
-. pg 
L 1 p (-4, d) = • p pg d 
Nu~ für z 0 = d ist · der Druckwert durch Gleichung (132) dem 
Ort z 0 selber zugeordnet. 
Berücksichtigt man auf der rechten Seite der Glei-
chung (133) nur die beiden ersten Summanden und vernachläs-
sigt also alle vier folgenden Summanden, dann geht diese 
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Gleichung ih die bekannte Näherungsformel von SAINFLOU "über. 
SAINFLOU setzt nämlich bei Scheitellage der stehenden Welle 
für den Druck Pd am Boden : 
(134) pd = Pg ~ [. d + H J 
cosh(md) . 
Die vertikale Verteilung des Druckes längs der Wand nimmt 
SAINFLOU linea~ an. Er verbindet also den durch Gleichung 
(134) bestimmten Näherungswert Pd als "Punkt an der Sohle" 
g e r a d 1· in i g mit dem S c h e i t e 1 p unk t der W e ll.e , der w e g e n 
· 4n · 
z = 0. ·- L r • r 1 - 2 r 1 ~ n d w e g e n der G 1 e i c h u n g e n ( 9 7 ) 
und (98) um 
[ 
2 
n•H H+---• L coth (md)J 
oberhalb des Ruhewasserspiegels liegt. 
· Statt dessen müssen der durch die vollständige 
Gleichung (133) .besti11mte "Punkt an der - Sohle" und der Wel-
l~nscheitel dur~h eine nicht-lineare Druckverteilungskurve 
verbunden werden. Diese Druckverteilungskurve muß nac h 
Glei~hung (132) ptinktweise k6nstruiert werden. 
3.10 Berechnung der Wellendruckwerte für beliebige Wellen-
ph~sen auf der Grundlage der elliptisch-trochoidalen 
Wellentheorie (Verallgemeinerungen und Ergänzungen zur 
Theorie NAGAI ,.1 S) 
Die von NAGAI mitgeteilten Glei chungen (132) und 
(133) reichen · nicht aus, um den Max imalwert des von der re-
glektierten Welle erzeu g ten Druckes au1 der Grundlage der 
elliptisch-irochoidalen Wellentheorie zu berechnen, da sich 
diese beiden Glei9hun gen auf die Scheitellage der stehenden 
Well~ an der ~~flektieren den Wa nd beziehen. In der Schei-
tella~e d~r stehenden We lle an der Wand tritt ja dort der 
Maximalwert des Druckes relativ selten auf, 
Zur Berechnun i des Maximaldruckes auf der Grundlage 
der ellip~isch-trochoidalen Well~ntheorie müssen deshalb 
.zunächst die Gleichun ge n (132) und Ci33) durch allgemeine 
Gleichungen ersetzt werden, die den Druck auf die reflektie-
retide 0and .für alle Wellenphasen zur DarStellung bringen. 
Diese allgemeinen Formeln bekommt man durch eine 
allgemeine Integration dc~ Gleichung (121) über die reflek-
tierende Wand~ Zur Erleichterüng . der Durchführung dieser 
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allge~einen Integration sollen zunächst der fünfte und der 
sechste Summand auf der linken Seite der Glc ichun ~ (121) in 
passender Weise u~geformt werden, da sie sich nur f ü r die 
Scheitellage der Welle zu einem einfachen Ausdruc k zusammen-
fassen lassen. 
Es werde wieder zur Abkü rzun g g esetzt 
m (d-z 0 ) = a. Es ist : 
sinh (a) • [cosh 2 (a) + sinh 2 (a)J = 
a -a 2a -2 a 
sin h ( a) cosh(2a) e - e c = • = 
2 
1 [ 3a a -a -3al 1 [ 3a - 3al 
= e - e +e -e = e - e 4 4 
1 
= 2 s inh ( 3a ) -
1 
si nh ( a) 2 






[ a -a] c -e 
(135)sin h(m(d -z 0 )) • [cosh
2 ( m( d - z
0
)) + sinh 2 (n(d -z
0
))] = 
=% sinh ( 3m ( d -z 0 )) -% sinh ( m( d -z 0 )) 
Se tzt ma n nun zur Abkü r z un g 
[sinh ( 3m (z 0 -d))- sin h ( m(z 0 - d))J = A , 
so nimmt bei Berücksichtigung der Gleichungen (97), (9 8 ) un d 
(135) wegen sin h (-a) = - sinh (a) d ei fünfte S u m~ and auf der 
l i n ken Seite de r Gleichun g (121) zunä chs t d ie Form an : 
tanh(~d) 
sinh 3 (md) 
. 3 ( 2n ) s ln T . t • . (2 n ) Sln L . xo • 




3 . 3 2n c2n 
• H • sln (T •t) • sin r,- xo) 
4 • sinh 2 (md) • cosh(md) 
Da nur A von z 0 abhängt und 
3m [cosh(3m(d-z 0 )) - 3 cosh(m(d-z 0 )) -
1 
= - • 
- cosh(3md) + 3 cosh(md)J 
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ist, ergibt sich für das Integral des fünften Summanden auf 
der linken .Seite de~ Gleichung (121) der Ausdruck : 
2 3 . 3 2n 2n ( 1 3 6 ) + .;..m __ ._H _ __,.• --;;S,...;;l;..;.n_·_<_r..___· _t_)_._s_i n_..;.( .;;;"L __ x_o_) 
12 sinh (md) • cosh(md) 
- 3 cosh(m(d-z 0 )) - cosh(3md) + 3 cosb(md~ 
D i e In t e g rat i o n d e s 6 • S u.m man den auf d e r 1 in k e n S e i t e d e r 
allgemeinen Gleichung (121) ~i~d erleicht~ri durch passende 
Umformung von : 
[sinh(m(~-z 0 )) • cosh 2 (m(d-z 0 ))] 
Setzt man wieder zur Abkürzung : m(d-z 0 ) = a , so gilt 
sinh (a) • cosh~(a) = a -a e -e 
2 
= .. 
= t, [e 3"-e"+e-"-;-3"+2(e"-e-")] = 
= ~ [sinh(3a) + sinh (a)] also für a = m(d-z 0 ) 
gilt die Gleichung : 
(137) sinh(m(d-z 0 )) • cosh
2 (m(d-z 0 )) = 
= ! [sinh(3m(d-z 0 )) + sinh(m(d-z 0 )~ 
Setzt Man nun zur Abkürzung für [sin~(3m(z 9 -d)) +.sinh(m~z 0 -d)~ den Buchstaben B und beachtet, daß Slnh(-a = - slnh(a) lst, 
so - kann man bei Berücksichiigung de~ Gleichungen (97), (98) 
und (137) dem 6. Summanden auf der linken Seite der allgemei-
n~n Gleich~n g (121) die F6rrn geben : 
3 3 2n ) 4n t (2n ) 
m •H •sin<r•t •cos(r )•sin ~ xo • [ 8] 
4 • sinh2 (md) • cosh(md) 
Da nur B von z 0 abhängt und 
zo 1 [n] . d z 0 = ; m • [ c o s h (3m ( d- z 0 ) ) + 
0 
+ 3 cosh(m(d-z 0 )) - cosh(3md) - 3 cosh(md~ 
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ist, bekommt man für das Integral des ~. Summanden auf der 
linken Seite der allgemeinen Gleichung (121) 
( 138 ) _ m d1 •sin(r t).cos<r t).sinCr;= xo) cosh( 3m(d-z )) + 
2 3 2TI 4TI 2TI [ 
2 0 12 • sinh (md)•cosh(md) . 
+ 3 cosh(m(d-z 0 )) - cosh(3md) - 3 cosh(md)J 
Da ~n der reflektierenden Wand die horizontale Komponente 
der elliptisch-trochoidalen Bewegung für alle Wellenphasen 
verschwinden muß, ist dort nach Gleic hun g (95) ganz allge-
mein 
und daher und 
, (2TI ) , (TI) S1n ~ XQ : S1n 2 : 1 
Dement sprechend kann man für die Be rechnung des Druckes an 
der reflektierenden Wand für beliebige Wellenphasen auf der 
linken Seite der Gleichung (121) für den Faktor sin (~ x ) 
L . 0 
übe rall 1 se tzen, In entsprechender Weise vereinfachen sich 
an der Wand auch die beiden bereit s berechneten Integrale 
(136) und (138), 
Die Integrale der anderen Summanden auf der linken 
Seite der allgemeinen Gleichung (121) kann man auf verhält-
nismässig einfache We ise du rch Vergleich die ser Summanden 
mit den Ausdrücken (122), (123), (125), (126) und (130) ge-
winnen, welche die Integrale dieser Summanden für den Au-
genblick des Auftretens des Wellenscheitels an der Wand dar -
stellen. 
Da an der Wa nd für alle Well enphasen g ilt 
x 0 = ~ = x und sin (~TI x 0 ) = 1 
und da an der Wa sseroberfläche, d ,h, für z = 0 der Druck 
den Wert p 0 = 0 hat, bekommt man durch In~egration der 
rechten Seite der allgemeinen Gleichung (121) weg~n der 
Gleichungen (104) und (99) den We rt der Funkti on p(x,z) an 
L d~r Stelle der Wand (x = -) mit der z-Koordinate 
4 
4TI . 2(2TI 2TI (139) z = z 0 - ~·r•r'•s1n r- ·t) - 2r'·sin(r- t) 
In Glei chun g (139) sind noch r und r ' du rch die 
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Gleichungen (97) und (98) auszudrücken. Dieser Wert p der 
Funktion p (x,z) soll durch den Ausdruck 
z - .:t..1!. r r' 0 L · 
2 c2 n t) - 2r' • sin(T2 n t)) s~n T 
gekennzeichnet werden. 
Als Ergebnis der Integration der allgemeinen Glei-
chung (121) ~n der Wand (x0 = ~ = x) ergibt ~ich so die auf 
der elliptisch-trochoidalen We~lentheorie basierende, für 
beliebige Hellenphasen (~ • t) geltende Wellendruckformel ; 
(141) 1 ( L 4n 1 • 2 ( 2 n t) 2 r' sin(nt)) - • p -· z - r r ·s~n - - = Pg 4' 0 L T 
2n t) 2H • sin(r sinh ( mz 0 ) + = zo + • sinh(2md) 
2 2 2n 2(2n 
mH (2sin <r t) - cos r t)) 
+ 
2 sinh (2md) [cosh( 2m( d-z 0 )) -cosh( 2md)J-
2 2 2 n 
mH • sin Cr- t) 
4sinh 2 (md) 
[sinh( 2m( d-z 0 )) - sinh( 2rnd)J + 
2 3 3 clx . l 
+ r.1 J-l •sin T t 
12sinh2 (md)cosh(nd) 
[cosh(3m(d-z 0 ))-
- 3 c o s h ( m ( d - z 0 )) - c o s h ( 3m d ) + 3 c o s h ( m d ) J ,_ 
2 3 (2n 4n 
rn H sin r t) • cos(r t) 
12sinh 2 (md) • cosh(md) 
+ 3 cosh(m(d-z 0 )) - cosh(3md) 
3 4 2 2n 4n 
m • H • s in ( rt ) • c o s ( rt ) 
32sinh (md) • cosh(md) 
Man überzeugt sich - leicht 
des Wellenscheitels, d.h. für t = 
(~ t) = 0 und cos (~ • t) = - 1 T . T 
- 3 cosh(md)J 
[cosh(4m(d-z 0 )) - cosh(4md)J 
davon, daß bei Auftreten 
T • 2n ) 1 
4 , s~n (T t = , cos 
druckformel (141) in -die von NAGAI 
Gleichung (132) übergeht, 
die allgemeine Wellen ~ 
~] angegebene spezielie 
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Da am Boden z = d ist, ändert sich der Druck am un-
teren Rande der refle~tierenden Wand in Abhängigkeit von der 
Wellenphase nach der Gleichung : 
(142) .?:...... • p (.!: ' d ) = Pg 4 
= 
2n 
H • sin(r t) d + 
cosh( rnd ) 
+ 
m•H 2 .(2 sl·n 2 <~ t) - cos 2 <~ t)) • [ .l + 1 1 1 - cosh(2md~ + 
2 sinh (2md) 
+ 
2 . 
m H • 
2 2n 
sin <r t) • coth ( md) + 
2 
2 3 3 21T ) 
m •H •sin <r •t 
+ 
12sinh 2 (rnd)cosh (md) 
[3 cos h(md) - cos h ( 3md) - 2] 
2 3 21T ) (41T [ J m •H •sin(  t •COS r•t) 
• 4- cos.h(3md) - 3 c. osh(rnd) 
12sinh 2 (m d ) • cosh(md) 
3 4 2 2n 41T 
rn •H •sin <r d•cos<rt) 
32sinh 2 (md) • cosh(rnd) 
[1 - cosh (4md)J 
Für die Phase des Wellenscheitels ist sin(~n t) = 1 , cos(~n t) 
= 0 und cÖs(~n t) = - 1. Han überzeugt sich leicht davon, d aß 
für · diese Weilenphase die allgemeine Gleichung (142) in die 
von NAGAI angegebene spezielle Gleichung (133) übergeht, 
Vermittels der allgemein e n Wel len d ruckf ormeln (141) 
und (142) kann auch der maximale We rt der resultieren de n 
Schubkraft auf die Hand in Mp/m und die zugehörige Hel len-
phase auf der Grundlage der elliptisch-trochoidalen We llen-
theorie berechnet werden .• 
3,11 Anwendung der von den beiden Theorien gelieferten Be-
rechnungsformeln auf das neue Eidersperrwerk als Be-
rechnungsbeispiel 
Es wird auf alle Fälle sehr aufschlußreich sein, die 
aus sehy verschiedenen theoretischen Grundlagen entwickelten 
Wellendruckformeln auf das gleiche Berechnungsbeispiel anzu-
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wenden und die beiden entsprechenden Berechnungsergebnisse zu 
vergleichen. Die Annahme der Existenz eines Geschwindigkeits-
potentials als Grundlage der einen Theorie und die dagegen in 
der elliptisch-trochoidalen Theorie gemachten Annahmen sind 
vom Standpunkt der mathema tischen Physik als gegensätzlich 
und unvereinbar zu betrachten. 
Gerade wegen ihrer so wesentlich verschiedenen theore-
tischen Grundlagen können diese beiden Berechnungsverfahren 
sich gegenseitig kontrollieren und sich aber auch dadurch ge-
genseitig in ihrer Aussagekraft stützen , daß sie genügend ge-
nau übereinstimmende Berechnun g sergebnisse' liefern. 
Berechnet wird der Druck auf das Eidersperrwerk infol-
ge einer an ~einer Wand refle k tierten (stehend~n) Welle, wo-
bei die Höhe H der anlaufenden (fortschreitenden) Welle gleich 
ist der g rößten am Ort des Eiders p errwerkes auftretenden Wel-
lenhöhe. 
Es ergeben sich dann folgende Abmessungen : H = 2,70 
d = 9,78 rn • Fü r die mittlere Stei lheit einer solchen Well e 
findet man in dem Uo.mogramm von DANEL 
d r: - o, 3oe . ~ H L = 0 , 086 
m· 
' 
Daraus folgt für die We llenlän ge : L = 31,7 m • Die zuge h6ri ge 
Period e bekommt man durch Kombination der beiden Gleichungen : 
L 
c = '1' 
T = 




• tanh( 2 nd) 
L 
= 4,6 s 
l1a n findet 
3,11.1 Druckwerte am unteren Rande de~ Eidersper rwerkes 
Es soll zunächst der Druck am unteren Rande der Wand 
ermittelt werden. Da~ = 0,308 < 0,5 ist, ist bei Anwendung 
d e r mit dem v-Potential operierenden Theorie die für Flach-
was s e r ß elten de We llendruckformel (71) anzuwenden. In der 
Phase des Hellen scheitels ist nach Gleichun g (1) cos(3.2!. •t) 
1, d ,h. t = 0 zu setzen. Dann ist n = H = 2 ,70 rn und T 
n = ~n = 0,198 n- 1 • Se tzt man : pg = 1,0 Hp!m 2 ,erhält man für 
den Druck am Boden bei Scheitellage der stehenden Welle nach 
Gle ichung ( 71) 
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{ 9 '78 2 ,7 [1 1 Pd = + • + cosh( 0 , 198 9,78) • 
cosh( 0 , 198 • 12 ,48)]} . 1 
cosh(0,198 • 9 ,7 8) 
Pd = 8 '7 5 Mp/m 
2 
• 
--- -- -- --- -
-----------
Für die Scheit~llage der stehenden Welle liefert die 
" Näherungsformel" von SAINFLOU den Bod endruck : 
Pd = 
Pd = 
pg • ·d H + cosh(md) 
10,54 Hp /m 2 • 
--- - --------
------------
= 1 • (9,78 + ~) 3 ,5 6 
Nach der elliptisch-trochoidalen Theorie sind , wie 
die Gleichung (133) zeigt , auf der rechten Seite der Formel 
von SAINFLOU vier Summan den unberücksichtigt geb lie be n. Die-
se l auten für (md) = 1 1 94 ; sinh(2Md) = 24,28 und coth(md) 




) 0 ,1 98 • 2 , 7 1 • 24,28 • (1 - 24 , 3) = - 1,39 
2.) ~. 0 , 198 • 2,7 2 • 1,04 = + 0 ,75 
(0 1198) 2 3 • 2 ' 7 ( 1 166 , 1) 3 • ) • - = -
6 · 3 , 41 2 . 3 ' 56 
• 
0 , 52 
4. ) ( 0 11 98)
3 2 7 4 ( 1 1180) I • - = - o. ' 11 
3 41 3 ' 32 • 
' 
• 3 ' 56 
2 
cosh(3Md) = 166 , 1 und cosh(4md) = cosh ( 2md ) 
2 2 . 
= 24 , 3 + 24,3 = 1180 ge setzt ist . 
. h2 + sJ.n 
Die elliptisch-trochoidale Welle ntheorie liefert also 
bei de r Re flexion der h6chsten Welle für den Bodendruckwert 
in der Phase des Wellenscheitels : 




Zus ar.1men s te 11 ung der Ergebnisse 
a) n ach der Forr.1el von Hp/m 2 SAINFLOU 10 , 5q. 
b) II TRIBARREN 10,54 II 
c) aüf Grund der v-Potential-The-
orie 8,75 II 
d) nach der elliptisch-trochoi-
dalcn Theorie . 9, 2 7 II . 
Wegen der am Eidersperrwerk vorhandenen relativen 
Tiefe und Wellensteilheit (DANEL) tritt der maximale Wellen-
druck ar.1 Fuße der Wand nicht in der Phase des Wellenschei-
tels auf (vgl,Abb,1), In der Phase des Wellenscheitels tritt 
ein negativer dynamischer Druckanteil von erheblichem Betra-
ge auf , Den tatsächlichen Verhält~issen können die Verfahren 
von SAINFLOU und TRIBARREN nicht gerecht werden, 
3,11,2 Maximale Druckwerte 
Nach der Theorie wird - in Übe reinstimmung mit Nat ur-
messungcti und Modellversuchen - - der maximale Dru ck in den un-
~eren Bereichen der reflektierenden Wand im allger.1einen nicht 
bei Scheitellage der stehenden Welle erreicht werden sondern 
Ur.l einen gewissen von i und H abhängenden Bruchteil der Peri -
. L 1: , 
ode vor und nach dem Eintre ten der Scheitellage an der Wand, 
Der "exakte!' Heg, um diese Zeitpunkte zu be stimmen, 
wäre eine Differentiation der Gleichun g (71) nach t und Auf-
lösen der Gleichung~ = 0 nach der Zeit t, In der Praxis 
scheitert diese Methode, da es nicht gel ingt, Glei chungen,die 
Ausdrücke wie a! [sin 2 (nt) cosh 2 (mH • cos(nt))J enthalten, 
nach t aufzulösen, 
Man kommt relativ schnell zum Ziel , wen n man den Ma-
xi~alwert von p direkt aus Gleichung (71) vermittels eines 
lläherun gs verfahrens bestimmt : 
1,) Für t =~ist nach Glei chun g (1) n = o 
und nach Gleichung (71) ist : 
= 1 • 9, 7 8 )] 
========== 
2 • ) 
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Fu .. .,.., t T . . ( ) 1l 0;2 L = 8 lSt : Sln nt 2 
= 2V L = 
d + n = 11 , 6 9 m ; rn • H = 1 , t~ L~ m 
{ 
1,44. 0 ,7 08 2 
pd = 1 • 9,78 + - 2 L~ t 2 8 
+ 1291 [ 1 + cosh( 0 ,~9 8 • 9 ,7 8 ) 
2 pd = 1 0 ,24 Mp/m 
----------
----------
0 ,7 0 8; n = 1,91 rn 
[cosh 2 ( 0 ,19 8 • 11,69)-1] 
_ cosh( 0 ,198•11,69)J} 
cosh(0,198•9,78) 
3. ) Für t 3 3 = 15 T:(nt) = 8 n = 6 7, 5 ; n = 1, 0 35 n 
Pd= 1 '{9 ,78 + 1 ·~~:~,1 8 54 [cosh 2 ( 0 , 19 8 • 1 0 , 8 2)- 1] t 
+ 1 ' 0 3 5 [1 + _1_ - c 0 s h ( 0 t 1 9 8 • 1 0 ' 8 2 ) ] } 
3,5 6 3,5 6 
pd = 1 0 ,75 Mp/m 2 
========== 
Der maximale Druc k am Fu ß e d es Eid e rsperrwe r k es wird 
also b ei Re fl e xion der h5chsten Welle etwa zu den Zeitpunk-
3 t e n 16 T vor und nach dem Eintreten der Scheitellage der ste-
henden Welle an der Wand (d.h. für die Wellenphasen 
+ ( 3...n. 3 + .6 7 t 5 0 ) T • 16 T) = 
auftreten, 
Zur genaueren Fixierun g des Maximums wurde p · nach 
Gleichun g (71) noch für eini g e Phasenwinkel in der d Um g e-
o bun g von 6 7,5 berechnet, 
(nt) 70° t1p /m 2-Für = + Pd = 1 0 ,75 
- 2 
" 
(nt) = + 65° P d = 1 0 ,65 t1p /m 
- 2 




(nt) + 68° 10,755 Mp/m 2 = Pd = 
=========== 
Man braucht die Gleichun g (71) nur für positive oder 
negative Werte des Phasenwinkels (nt) auszuwerten : Da näm-
lich die Funktion f (t) = sin 2 (nt) und nach Gleichung (1) 
auch n symmetrisch sind zu t = 0, ist auch die rechte Seite 
der Gleichung (71) symmetrisch zu (nt) = o. 
+ 
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Für (nt) = + 25° und für (nt) = + 115° findet man 
außerdem noch : Pd ~ 9,35 Mp/m2 bzw, Pd =-9,58 Mp/m2, Das l1i-
nimurn : Pd= 7,9M p /m 2 (nt = ± n), 
(pd)max =10,75 fvfp/m'=(A(ntJ=tlO') 
(pd)min =7,90 fvfp/mt=(A(nt)=t1801 
Phase des Welfenscheitels 
-120 -100 -80 -40 -20 
fvfplm' 
- nach v-Potential Theorie 
---- nach eWptisch trochoidaler Theorie 
(H= 2,70m; d=9,78m) 
~20 ~40 +60 +80 +100 +120 
.1 f2Jl ·t.'in Grad 
,Abb, 2 Druck am Fuß des Eidersperrwerks be i Ref lexion der 
hbchsten Well e in Abhängigkeit von der We llenphase 
In Abb, 2 sind di e Bodendruckwerte in ihrer Abhängig-
keit vom Phase n winke l (2.!, T) a uf g etragen worden, Der Haximal-
T 
wert des Druckes tritt also am Fuße der Wand des Eidersperr-
werkes bei Ref lexion der hbchsten We lle nicht in der Phase 
des Wellenscheitels auf, sondern bei einer Wellenphase, die 
um ± 68° geg eri die Phase des Wellenscheitels verschoben ist, 
Im unteren Teil der Ve rschl üsse des Eidersperrwerkes 
beträ g t diese maximale Druckkraft nur 1 0 ,76 Mp/m 2 , Die bei 
weitem g~bßten Druckkräfte auf die Ve rschlüsse we rden durch 
brechende Weilen g r bßter Steilheit (DA NEL) bei den niedri ge n 
Tidewasserständen erzeugt. Jedoch kan n eine stehende Welle 
bei ~ngünsti g en Eigenfrequenzen der Verschlüsse Hahrschein-
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lieh angefachte S ch win gu n gen dieser Bauteile hervorrufen, 
die zu Zerstörungen führen können, Dabei i st es v on Bedeu -
tung, da ß zwei anfachende Druckwellen vorhanden sind :T 
Eine mit der Periode T und die andere mit der Pe r iode 7, 
wie aus einem Ve r gleich der Gleichungen (71) und ( 1+9) folGt, 
Für die Arifa chun g von Schwingungen we r den im Hinblick auf 
eine gewi ss e Mindesthöhe d~r infrage komm enden Welle n nur 
Perioden T > 1 s eine Rolle spielen kön nen, 
Wenti daher die zu den Eigenfr~quenzen f de r Ver-
schlüsse gehörenden Pe rioden Tv*J so k lein sind ~ daß be -
reits die Periode T0 der Grundsch wing ung kleine r ist a ls 
0,5 s, wi rd bei Auf tret en stehender We llen mit n enne n swe r-
ter Schwin g un g sener g ie die Dämpfung der angefachten Schwin -
gungen de~ Verschlüsse vermutlich ausreichend groß sein, 
3,1 1 ,3 Berechnun g des gesamten horizontalen S chu b es au f 
das Eidersperrwerk 
. Zur Be rechnun g der resultierenden Sch ubkraft in Mp/m 
gibt NAGAI [1] eine Formel an (vgl, Gleichun g (76) ode r 
NA GAI 'S Gleich un g ( 13)) , die nur für die Sche itellage der 
stehenden Welle an der Wand Gül t igkeit hat , Sie liefert für 
1-1 = 2,70 m; d = 9~78 m und m = F = 0 ,1 98 m-1; d + H = 12 , 48m ; 
md = 1 , 94 : 
p = t (9,7 8 2 - 2,7 2 ) + 2 ,7 {(9,78+2,7) + 
_ ( 9 , 78 + 2 , 7 ) cosh(0 , 198 • 12,48)} 
sinh(0 , 198•12,48) _ 
0 ,1 98 •cos h(1,94) 
= 44,0 Hp/m 
cosh(1,94) ==== == == 
Aus Abb, 2 ist zu f ol gern , daß auch die resultieren-
de Schubkraft auf das Eidersperrwerk nicht bei Scheitella ge 
der stehen den Welle ihren maximalen Wert erreichen wi rd, Um 
dieses Maxim um zu ermitteln, reichen die von NAGAI angegebe-
nen Formeln nicht aus, Deshalb wu r de hier durch Ausbau und 
Weiterführung der Theorie die al lgeme ine Gleichun g (8 0 ) her-
geleitet, die den horizontalen Schub in Abhän g igk eit von der 
We llenphase darstellt und es ermög licht, die maxi male Schub-
kraft und die zuge ~ö rige Wellenphase zu berechnen, 
( 1) 
(80) 
Für die Phasenwinkel (nt) = + 68° ist nach Gleichung 
n = 2,7 • · cos 68° = 1,014 m; d-+ n = 10,79 m Gleichun g 





n j pdz = 
-d 
1 2 2 (9,78 - 1,014 ) + 2 
+ 0,198•2, 72 •sin
2
( 680 ) ·{10 79•cosh 2 (o 198•10 79) -
sinh(2.0,198•9,7 8 ) ' ' ' 
sinh(2•0,198•10,79) ..:. 10~79} + 
4 • 0,198 





cosh(0,198• 9,78) 59,1Mp/m 
--------
Nach der hier he~geleiteten allgemeinen Gleichung 
(80) wurde die ~esultierende Schubkraft noch für eine Rei he 
von Phasenwinkeln der stehenden Welle berechnet. Die Ergeb-
nisse sind in Abb. 3 zur Darstellung gebracht worden. 
fvfplm 
60 
............... --... . "' /. ,.---_._ ......... 
/ ."- / "' 
P max = 59,1 fvfplm (ll(n t) ~ t 67,5" J 
Pmin =27,4 fvfp/m(d(ntJ=t180") 
Scheitellage der Welle 





0 +20 +40 
. (H=2,70m; d=9,78m) 
+80 +100 +120 
Ll(~ ·tJin Grad 
Abb. 3 Resultierende Schubkraft P auf das Eidersperrwerk bei 
Reflexion der höchsten Welle in Abhängigkeit von der 
Hellenphase 
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Ein Vergleich v on Abb , 3 mit Abb, 2 zeigt, daß die resultie-
rende Schubkraft ihren MaxiMalwert nahezu für die gleiche 
Wellenphase erreicht, wie der Druck am unteren Rande der re-
flektierenden Wand. Man k ann deshalb mi t einer für alle Zwek -
ke voll ausreichenden Genaui gke it so vor g ehen, da ß man zu-
nächst vermittels de r relativ einfachen Berechnungsf orMel 
(71) die Hellen ph asen :!: ~ t mit höchstem Bodendruc kvre rt er-
mittelt (v g l. Abb ,2)~ A ns~ h lie ße n d k ann man dann mit den er-
mittelten Wellen ph asen in Gleichung ( 80 ) hineingehen und da-
Mit uie maximale resulticrenue Schub k raft bestimmen , die 
beim Eidersperrwerk 59 , 1 Hp/m beträgt. 
3,11,4 Kontrolle der Er g e b nis se vermittels der elliptisch-
trochoidalen Theorie 
Fast alle b i she ri g en Be r echnu n ge n für d as Eidersperr-
werk sind auf de r Grundla g e der v-Potential-Theorie durchge-
führt wo rden. Die Berechnun g sergeh nisse sollen jetzt vermit-
tels der elliptisch-trochoidalen Theorie kontroll iert we r-
den. Die An we ndun g die ser Theorie ist erheblich aufwendi g er 
und komplizierter . Das geht schon aus einem Ve r g leich der 
Gleichungen (4 8 ) und (69) nit der entsprechenden Gleichun g 
(141) hervor. Beson de rs die Be rechnun g der resultierenden 
Schubkraft ist auf de r Grun d la ge de r elliptisch -trochoidalen 
Theorie aufvrend i g und kompliz iert. Sie ist überhaup t erst 
durchführbar vermittels der in Abs c hnitt 3 ,1 0 hergelei teten 
all g emeinen Wellendruckformel (1 41 ), die für be lie b ige Hel -
lenphasen g ilt. Diese Gleich un g kan n jedoch nicht nach z 0 inte griert vre r d en, 
Z un ~ c hs t sollen die be i der Re flexion der höchsten 
Helle erzeu g ten Druc kw erte a m Fuße des Eide rsperrwerkes auf 
der Grundla g e der elliptisch-trochoidalen Theodie für eine 
Anzahl von Hellenphasen be rechnet we r de n. Das h at nach der 
im Abschnitt 3 ,1 0 he r g eleiteten Gleichung (142) zu geschehen, 
die für die Phase de s Wel lenscheitels in d ie Gleichun g (133) 
übergeht. Ha ch Gleichung (1 33 ) wur de b ereits in Abschnit t 
3,11,1 der Druck am Fu ße des Ei de rs p errwerk es für die Schei-
tella ge der höchsten Helle zu 9 , 2 7 Hp /m2 berechnet! 
Gleichung (142) ge ht anderer se its aus der in Abs chn. 
3,10 hergeleiteten allgemeinen He llendruckformel (141) da-
durch hervor, daß z 0 = d und dementspre c hend r' = 0 gesetzt 
wird. Da im nachfol genden die Durchrec h nun g der allgeneinen 
Gleichung (141) selber für mehrere Za h lenbeispiele mitge-
teilt wird, soll hier auf die Wieder gabe der Berechnung der 
BodendruckVIerte nach Gleichun g (142) verzichtet werden. 
Die leicht nachprüfbaren Ergebnisse dieser Berech-
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nun gen sind in Abb, 2 zum Ve r g leich gestriche lt eingetragen 
worden, Nach der elliptisch-trochoidalen Theorie tritt der 
maximale BodendruckHert bei dem Phasen wink el (l!. , t) = :o 70° 
a uf mit einem Betrage von 10,65 Hp/m2 gege n überT 10 ,7 5 Mp/m2 
nach der v-Pot ential-Theorie, Die Differenz der beide n ma x i-
mal en Werte beträgt nur :o 1 %, 
Da vermittels Gleichung (141) einem Wert z 0 (z 0 ist 
z-Koordinate der "Anfangslage") der Druck p an der Stelle 
der Wand mit der z-Koordinate z ~ z 0 - 4n , r•r'sin2(2TI t) _ 
- 2 r'sin(~ t) zugeordnet wird, läßt st;h d iese Gl ei!hung 
nicht nach z 0 integrieren, Deshalb muß zur Berechn u ng der re-
sultierenden Schubkraft P für eine n Phase n winkel (l2I, t) der 
Druck p vermittels Gleichung (141) für diesen Pha s enwinkel 
und für eine hinreichende Anzahl von We rte n z 0 ( O~z 0 ~d) be -
rechnet werden und so die Druckvertei l ungskurve punk t weise 
konstruiert und dann ausplanimetriert werden , Dadurch wird 
die Berechnung der P-Kurve aufgrund der elliptisch~trochoi­
dalen Theorie sehr aufwendig, Deshalb soll hier auf die Be-
rech n un g der Vergleichskurve für Abb, 3 verzichtet werden, 
Statt dessen soll gezeigt werden, daß der Unterschied zu 
dieser Vergleichskurve in der Näh e des Maximums von P, also 
in der Umgebung der Stelle nt = 65° vernachlässigbar gering 
ist, Hierzu genügt es zu zeigen, daß in der Umgebung der 
2n o *) · 
Phas e ~r- ' t = 65 jede nach der elliptisch-t rochoida len 
Theorie bere c hnete Druckverteilungskurve mit der entsprechen-
den nach der v-Potential-Theorie berechneten Druckverteilungs-
kurve nahezu übereinstimmt, An der Stelle der allgemeine n Füh-
rung dieses Beweises wird der behauptete Sachverha lt für d ie 
aus der Umgebung VOD ~(nt) = 65° beliebig herausgegriffene 
Phase ~(nt) = 70° *) demonstriert . Hierzu werde n für diese 
Wellenphase die Punkte ~er Druckverteilungskurve an de n Stel-
len, die z 0 = 0; zo = l d, zo = 2 d und z 0 = d entspre chen, 
zunächst aufgrund der ~lliptisch~trochoidale n Theorie , also 
nach de r in Abschnitt 3,10 hergeleiteten Gl eich un g (141),und 
anschließend aufgrund der v-Potential-Theorie nach Gleichun g 
(6 9) berechnet, 
Für z 0 = 0 folgt aus Gleichung (141) : p = 0 , Der dem 
Wert z 0 = 0 entsprechende Punkt an der Wand liegt in der Was -
seroberfläche, daher ergibt für ihn auch Gleichung (69): p = 0 , 
*) ~(nt) = ± 65° heißt: Um einen Phasenwinkel von 65 ° bzw ,7 00 
vor bzw, nach Eintretqn der Scheitellage der stehenden Wel-
le an der Wand, Diese SchreibHeise ist hier geHählt worden, 
Heil nach (141) die Scheitellage für (nt) = ~ , dagegen nach 
Formel (69) für (nt) = 0 eintritt, In Gleichang (141) ist 
d aher für sin(nt) hier nicht sin(700) sondern sin(90°+7 0° ) 
= sin(20°) und für cos (2nt): cos (40°) = sin (50°) zu 
setzen, 
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Setzt man wied er pg = 
0 für 6(nt) = + 70 , z 0 
3 1,0Mp/m, 
d 
so liefert Gl eichung (141) 
-1 0 1 19 8 m H = 2 1 70 m; 
4 2m • ( d- z 0 ) = m • 3 d 
= 3 t M = 
usw, 
1 • P = 3 26 + 2·2,7•0,342 • 0 , 693 + 
' 24 '9 
+ 0 ,198•2,7 2 (2•0,117- 0 , 882) • 
2 • 24,9 
0 2 1 9 8 • 2 '7 
2
• 0 '11 7 • [6 ' 58 - 2 4 ' 9] + 
4 • 3 'lf 6 2 
2 3 [ J + 0 ,19 8 •227 • 0 , 0 4 • 24, 0 - 3 • 1,95 - 17 6 + 3 • 3,56 





• 0 , 342 • 0 ,7 66 • [24, 0 + 3 •1,95-176-3•3,56] 
12•3,1~6 •3, 56 
[ 8 7 - 1242] = 2 3 ,7 8M p/m 
========= 
Für die zugehBrige HBhe an der reflektierenden Wand ist: 
2 
z = 3,26 - 2•0,198•1,959•JLJL85·2,7 ·0,117 
4 • 3,55 2 
1,685 2,7 • 3 55 • 0,34 2 = + 2,80 
, ====== 
D,h, der Punkt, in dem der Druc k p auftritt, liegt 2,80 m 
unter dem Ruhewasse rspi egel , 
Dei Anwendung de r V-Potential-Theorie auf diesen 
Punkt der Wa nd ist nach Ahschn , 3 ,1 (beachte die Richtung 
der z-Achse und Gle ichun g (1)) zu setzen : d + z = 6,98 rn, 
m , (d+z) = 1,383; m • (d+n) = 2,12, cosh(m(d+z)) = 2,118; 
cosh(m(d+n)) = '=f 1 25; nt =:!: 70° (vgl , die Fußnote auf S,79). 
Die den beiden Th eorien zu v, runde ge le g ten verschiedenen Ko-
ordinatensysteme und Zeitachsen wu rden von NAGAI [~ über-
nommen, damit die in dieser Arbeit hergeleiteten Formeln 
mjt denen NAG AI'S leichter zu ver g leichen sind), Wird wie-
der pg = 1,0 t/m 3 gesetzt, erhält man aufgrund der v-Poten-
tial-Theorie für den Druc k an der g leichen Stelle der Wand 
nach Gleichun g (69) 
1 • {2 80 0 ,198·2,7
2
· o , 883 . 
p = , + 24 6 
• 
0 925 [1 2 • 118 - ~]} 
[1+,25 2 - 2,118 2] + 




3 ' 7 8\ HP I m 2 s ' o • ) 
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Der Unterschied zH ischen den beiden Ergebnissen beträgt ~ 1%. 
2 Für ~cn n~chsten Punkt der Dr~ck~erteilungsk~rve : 
zD = 3 d erg2bt s2ch auf g rund der ell2pt2sc h-trocho2dalen 
Theor2e nach der in Abschn, 3,10 hergeleiteten Gleichung 
(i41) : 
1 • = 6 52 2•2,7•0,342 • 1 675 p ' + 24, 9 ' + 
+ 
0,198•2,7 2 (2•0,117-0,882) • [ J 
- - - . 1,95 - 24,9 -2 • 24,9 
0,198•2,7 2 • 0,117 
4 • 3,46 2 
+ 0,198 2 ·2,7 3 • 0 ,04 
2 12•3,46 •3, 56 
0,198 2 ·~,7 3 •0,342•0,766_ [3,56+3•1,217-176-3•3,56] 
12•3,46 •3,5 6 
3 '+ 0,198 •2,7 •0,117•0,766 
32 • 3,46 3 • 3,56 
p = 7,23 Mp/m2 
========= 
Für die zugehöri ge Höhe an der reflektierenden Hand 
ist 
z = 
2 • 0 198•1 217•0 693 •2 7 2 • 0 117 6,52 - ' , ' ' ' 
4 • 3 ss 2 
' 
- 2 '7 • 0 ,693 3,5 5 • 0 ,342 = 6 2 33 m 
D,h, daß der Punkt, in dem dieser Dru ck p auftritt, 6 2 33 m 
unterhalb des RuheHasserspi egels lie gt , 
Bei AnHendung der v-Potential-Theoric auf denselben 
Punkt gib t Glei chun g (69) 
1 • p 
2 
= 6,33 + 0 ,19 8•2 ,7 •0,883 
24,6 
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Auch in dieser H6he unterscheiden. sich die nach den 
beiden Theorien berechneten Dru ckverteilungskurven nur um 
:::1 %. 
Für z 0 = d, also am Boden , beträ~t nach Abb , 2 de r 
nach der elliptisch-trochoidalen Theorie berechnete Druck-
w~rt für 6 (nt)= ! 7 0° : p = 10,65 Mp / m2und der nach der 2 V-Potential-Theorie bere chnet e entsprechende Wer t p =1 0 ,7 5 Mp/m , 
Die nach den beiden verschiedenen Theori en bere c hne -
ten Druckverteilungsk urven unterscheiden sich in den vier un-
tersuchten H6hen an der Hand nur um -1 %. Daraus ist zu 
schließen, daß die von den beiden Kurven ein ges chlossenen 
Flächen, d , h , die resultierenden Schubkräfte P , die auf g rund 
der be i den Theorien be rechnet werden , sich in der Uneebung 
der Hellenphase , in de r der Maximalwert von P erreich t wird , 
auch nur um etwa 1 % unterschei den k6nnen . Also auch hinsicht -
lich der Gr6 ß e der maxima len Schubkraft auf d as Eidersperr -
werk und de r zu diesem Maximalwert geh6renden Wel len phase 
führen die v-Potentia l-Th eorie und die elliptisch -trocho i da -
le Theorie zu Ergebnissen von ers t aunlich gut~r Üb ereinstim-
mung, Für diesen Max imalwert ergibt sich auf de r Grundla ge 
d ieser beiden in ihrem Wesen sehr verschiedenen Theorien über -
einstimnend 
P = 59 Mp /mfür die Hellenphasen 65 ° 
max 
vor und nach Eintre ten der Scheitellage der stehenden Helle 
an der Hand, 
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